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§ �� �! ' () 

����� ������ �������

0 � x1 < x2 < . . . < xN < 1

�� N ��������� � ��! ��  ����!� [0, 1]� "��� #�� ������� � ��! �����$��% ��&�'
��(��� �� )���( �* � + ( ����!����� (��� �� ����!����% ��*�����% !�! ����!����
�����$� � *� ,���� *����&���$ Δi = xi+1 −xi� "��� )� ��!�! $ �����$� ��� ���%
� ��� �  +&�*���-� � �* � +� ����!����� (��� ��  �������,�.� /��� �� ( �� )'
��� �* � + ( 0 ����� ����� ������� ���� ���$ ��! � ��� * �-�! ( � = 1, 2, . . .

∇xi = Δi = xi+1 − xi, ∇2xi = xi+2 − 2xi+1 + xi, . . . , ∇�xi, . . . ,

! � ��� -(�-.��- ������(������ � !������� ����!�������!��� #� $ ������� � '
��! 1��� ��+ �� �����2% ��)� ���� +� �� �� ����� �����!� *� �������(�% !���  ��
(� )���% ��� ��)� ��� � *� �������(�� 3� �  �(����(��� �����,�� ( �������% ���
��&���( (���� *� ��( ���� � ���� �� � * �-�!� � ( ���  4!�����(�5 ���������'
(��� $ 6��!,��� 7 ���!���� � ������ ��� *� +���� ��&���( (���- 1��!% ��  !��)'
� ��� ���� ��� �.+ � * �-�!�  *��������2% � ����� $ ��&���( (���- � )�� +���
�! � ��� �+�(���- ���� ���$ * � 1*�� � ���� �� + ��8�� N2� ����� (�� ��(����
 � � � % !�! �������- ������� � ��!� 9�� � * *��-�� � ������� 0 ���!������,�-
����!�� 6��!,�$� �)� ��(� ���!������ ���� ��� �������(� ��* ����.��- ( (�'
���������� $ ��������!� ( �(-�� � �������� *��+��)���-% �����* �-,��% ��8�'
��- ��66����,������� ���(����$ � ���� /���! ��� �� ���������(�.��- ���� ���
���8! � (�� !�� * �-�! (� ��- *� ��( ����� )� * �-�! ( ��&���(��� ���!� 0
���������� ! ������ ���� ���$% ��� :�0;<2% ���&�- �&�  � =� >�.� �� 1�-� >�.'
� ��% ����������� ���� ��� � ����2� 7 ? � �� *��( ��� �� +� �����  *��������- �
���������� �� #� $ ���!��

>�� ��������.� ������% ! ��� ��� ������(��� $ ����! $ 6��!,��% ���!������'
,��$ ! � � $ -(�-���- �����- ������� � ��!� @�!�� ������� ( ���!�.�% ��*�����%
!�! ��* �(�)��� � �!� ������(����� ���������!�� ������ ( 6���!��

A� *��������� ����� (���-� �� ������� ! ������ ���� ���$ !�! ����!�� � (
8!���  �!� ����$  � ������� $ �������� ��������	 
�
��
�	 +���� ����(���

'(



�����$% ! ��� (�� ����� -��- ��)�� � ���-�� ��(��� 7 #� � ������ ! ������ ���'
� ��� �.+ � * �-�!�% + ��8�� �����,�% ��(�� ���.� 7 6���!� #� �  �(����(���
������� �� !��������% � �� � ��+ � +�� * �(-&�� � !���������(� ������� ���
!�������� ( *������ *�� N → ∞ 1��� :�0	<2� >�� ��������.� ������% ( ��! � � �
������ +���!�� ! ������� ��� � #� �� ���� ���������!�$ *��������$ *���� �
����� *� ��( * !���� 0 ��8� ������ + ��� � �!�-�

B��� ��� ���� � * �-�!� � ��(��-�  � N �  � i� >�� ��������.� ����*� ��!�
��� � �- +�  ,��!� �(���� ��- ������ � �% ��(� ������ * i� C���� � ( ����% �� 
���� ��� * �-�!� �  *�������� �� 8!��� κ(N, �) 1�� (���� �� 8!���� (�8� κ(N, �)2%
���� ���� κ(N, �) -(�-���- ����*� ��! $ ��- ���� ���$ * �-�!� �% ��(� ���� $ * 
i 1 ,��! $ �(���� ��- ���� � � ��(� ���� * i2� � � �����	 
��������	 �������
� ��! �� +���� * ������ ��+ � ����� κ(N, �)�

@�!% ( 6���!� 8!��� * �-�!� 1 �  �(����(��� ��!� 8!���% � 8!��� N−1 0 ��!'
� 8!����

��*�+�)*�!,� -�'�.)� D��� ������� � ��! �������- �� -(� % � !�! ! �6�����'
,�-% ��.&�- ������� ��! � � �� * ���,����% ��� !�! ��* �(�)��- ! �6�����'
,�-� A� ������� ����� ! �!�����. ������� � ��! �� [0, 1]% ! � ��-  *�����-���-
������ $ ���(����$

f(xi − xi−1)− f(xi+1 − xi) + F (xi) = 0, i = 2, . . . , N − 1, 1�2

� ��- !�)� $ �� !��$��� � ��! x1 � xN ���� ����������(� 0 ��+ x1 = 0 1xN = 12
� *�� #� �% �  �(����(��� %

−f(x2 − x1) + F (x1) � 0 (f(xN − xN−1) + F (xN ) � 0),

��+ % �  �(����(��� %

−f(x2 − x1) + F (x1) = 0 (f(xN − xN−1) + F (xN ) = 0).

3�� ������� �����*���������- !�! ��* �(�)��- ! �6�����,�-% ! ��� �� � �!� xi

��$��(�.� ���� (���� ��$��(�- f(xi−xi−1) � −f(xi+1−xi) � ��(�� � *��(�� � ��'
� � �  �(����(��� 1�� ���������(��� !�� � (�! �  ����!�(�.&�� (���� ��$��(��
f(r) = r−22� �� �� � � % ���� (��8�-- ���� F (x)� /��(��� % �� ���� F (x) ≡ 0% � 
x1 = 0% xN = 1% � (�� xi+1 − xi ��(�� 0 ��������$ �����$�

7 ���� $ ������% -(�-.&�$�- ������(����� *� � �)����� ��+ � :�
% ��<% ���'
������(�.��- ��� *������ (��8��$ ���� F 0 * �� -���-% ����$��- � ���*����-�
@ ��! ( *��( � ������ ������- * ������ � ���. ����*� ��!�% ! � ��-  �� (�'
(����- �� �����!�% ���(�� $ ( ! �+���� ��!� ��- ����� 9�������� (� � � � ���
7 �(�� ������ �����-� �� * ������  ,��!� �(����% ! � ��� ��� �� ����� !�)���-
� ( ��� � �����% ��! !�! *� ( �-��- 4�� �����5 � ����  ,�� !� � !���������( (
����$� � ������  *������-  *-�� )� �� ! �+���� ��!� � ����!��(��. *� ,�����
* �� 7 ���*��� � ������ ��$��(��� ���! ��! �����- ����!��(��- *� ,�����% � 
(����� !�)� � �� 8��� ��* �������- �&�  ��� ����!��(��- *� ,�����% ���� ���'
��- ����$� �� �����.�

7 :�
%��< � !���� % �� ��- � � � ���� (��8��� ��� F (x) ��* �(�)��- ! �6�'
����,�- ��&���(���% ������(���� � ��! (�% �� x1 = 0% xN = L% � ��- i = 2, . . . , N−1
(�* ����� ���(����- 1�2� �� �� � � % ��� � !���� % �� *��(�� ���� ��� ���.�
����*� ��!� 1��(� �����. * i2

Δi ∼
L

N − 1
.

')



E���������$ 6�!� 0 #�� ����*� ��!� �� ��(����  � (��� F � 7 :�
< (������� �
�����.&�$ ���� ����*� �����! � ���� )���-

(xi+1 − xi)−
L

N − 1
∼ F

2
N−3(

N

2
− i), i = 2, . . . , N − 1,

��- * �� -�� $ (��8��$ ���� F � F �������- (�!���!� * !���(���% �� ���(��$
���� ����*� ��!� (� � $ ���� ��� � �)�� +��� * �-�!� N−3 � �� ��(����  � i%
*�����% ��* ����- ���������� :�
<% � )� * !�����% ��  �������� ����� ����*� '
�����! � ���� )���- �� (��-.� �� #� � (�( �� A )� �!�����% �� � ��! (� ��-
���� ��� * !���(��� ��!� ���� F � G���� �� ������� ����*� ��!� (��� (��8��
���� ���$� /+ ������

Δ1 = x2 − x1 = Δ, Δi = xi+1 − xi = Δ(1 + δi), i = 1, . . . , N − 1.

@�!��  +��� �% δ1 = 0 *  *��������.% � ( :�
% ��< � !���� % �� Δ ∼ 1

N
� 7�� ����'

��$8�� � !���������(�  �� (��� �� ������ (���� �����.&�$ ������� ���(����$
��- (������ δi% i = 2, . . . , N − 1% ! � ��- * �������- ������ (����� ���(����$ 1�2
 � 2 � i


f(Δ(1 + δi))− f(Δ) =

i∑
i=2

F (xi), xi = (i − 1)Δ +Δ

i∑
i=2

δi.

/��.�� �����

δi = (1 +Qi)
− 1

2 − 1 =

∞∑
m=1

δi,m, δi,m = amQm
i , 1�2

���

Qi = Δ2
i∑

i=2

F (xi),

(−1)mam =
1 · 3 · . . . · (2m− 1)

2mm!
=

(2m)!

(2mm!)2
∼ 1√

πm
, |am| � 1. 1�2

A� (����% �� �� ��!�.������ �����- * �� -�� $ 6��!,�� F #�� ������� ����� 
������$��% � ���(����- ( ��$ *���*����.��-�

§ �� "�( .(� *�-(�/0)

����� 6��!,�- gi = g(i)% i ∈ Z% ������ �� ��8��!� Z� >�� (��

∇g(i) = ∇+g(i) = g(i+ 1)− g(i), ∇−g(i) = g(i)− g(i− 1) 1;2

�� *��( $ � ��( $ ! ���� $ ���� ���. 1���!���� $ *� ��( �� $2� "��� 6��!,�-
������ �� ����� ��8��!�% ��*�����% � ��! ��- i = 1, . . . , N % � �� ���������(���
� ��! �� ���� ���% ! � ���  *��������� >�*�����% ���� ��� ∇�g(i)  *��������%
���� i+ � � N �

G������% �� 

∇n = (S − 1)n =

n∑
k=0

Ck
n(−1)kSn−k =

n∑
k=0

Ck
n(−1)n−kSk, 1�2

��� S 0  *���� � ��(���


(Sf)(i) = f(i+ 1).

'*



/��.��% ( ����� ���%

∇xi = Δi = xi+1 − xi,

∇2xi = xi+2 − 2xi+1 + xi = ∇Δi = Δ∇δi = Δ(δi+1 − δi).
1�2

� #� �� *� ��( ���� ! �������.� � S% � ���.� ���� �����.&�� 6 ����� 1H�$+'
��,�2


∇(gf)(i) =

= f(i+ 1)(∇g)(i) + g(i)(∇f)(i) = (Sf)(∇g) + g(∇f) = (Sg)(∇f) + f(∇g), 1I2

∇(f1 . . . fn) =

= (∇f1)S(f2 . . . fn) + f1∇(f2 . . . fn) = . . . =

n∑
k=1

f1 . . . fk−1(∇fk)S(fk+1 . . . fn). 1J2

7 ��*����(� � ������ ����� ���� 6 ����� ��- ��66����,�� (���- *� ��(�����-
� *� ��( ������ � � n


(f1 . . . fn)
(�) =

∑
Q

�!
n∏

k=1

�k!
f
(�1)
1 . . . f (�n)

n , 1	2

��� ������ (���� (�����- * (��� ��+ ��� Q = (�1, . . . , �n) �� ���,�������� ,����
�����% �� (���( �-.&�� ��� (�. �1 + . . . + �n = �% � ����!� � (�)  + ��������-
*� ��( ���- * �-�!� �� 7 ���!���� � ������ ��� * ��� +���- ���� � 6 ����� 1	2

∇�(f1f2) =

�∑
k=0

Ck
� (∇kf1)(∇�−kSkf2),

∇�(f1 . . . fn) =

=
∑
Q

�!
n∏

k=1

�k!
(∇�1f1)(∇�2S�1f1)(∇�3S�1+�2f1) . . . (∇�nS�1+...+�n−1fn). 1�
2

/+� #�� 6 ����� ���! � !���(�.��- * ����!,��% *��(�- 6 ����� -(�-���- 6 �'
��� $ 1;J2 ( :��<� /���!  *���� �� ��(��� � �� ���*��� ��- ��� �� +���� ������
� ��� "���  + �������

γk(q) = max
i=1,...,�−q

|Si∇qfk|,

� ( ?? ;% � ��� * ��� +���- ����(����( 

∇�(f1 . . . fn) �
∑
Q

�!
n∏

k=1

�k!

γ1(�1) . . . γn(�n). 1��2

/������ �&�% �� ���� 6��!,�- f(i) �� ��(����  � i% � �� ��66����,�� (����
���� � ��� H��! * !����� ��!)�% �� 

∇�in = 0, � > n. 1��2

��/�) *�-(�/0) '�1 /0 � ((�2 3+(,4))� D����

S(n, �, i) =
1

�!
∇�in

+,



�� ��� ����(�.��-  + +&������ ������� 9�������� (� � � � �� :��<� D������
������� -(�-.��-  +����� ����� 9�������� (� � � � ��{

n

�

}
= S(n, �) = S(n, �, 0) =

1

�!
∇�0n =

1

�!

�∑
k=0

(−1)�−kCk
� k

n,

��� �������� (������� ∇�in ( � �!� i = 0  + ������ ����� ∇�0n� K � 8 ��(���'
� % �� {

n

�

}
= 0, n < �,

{
n

�

}
= 1, n = �. 1��2

=�(����� � ��! ��! � ��� ����*� ��!� ��- S(n, �, i)


�� L���*� ��!� B� ����� ��- n → ∞% � = const

S(n, �) ∼ �n

�!
;

�� ��� � → ∞% n = � + k% ��� k  �������� % ��- (��� i ����� ���� �  �� 8����
1��� :��<2

S(n, �, i) ∼ Ck
�+k

(
i+

�

2

)k

, 1�;2

������� ������� ! � � � -(�-���- ��������� :�;< ��- S(n, �)M

�� ��� n → ∞% � → ∞ � κ =
k

�
%  ������� �  � ���- � +��! ���� ���% ��������� +��

* ����� ( :��< ��- i = 0 �  + +&�� ( :��< ��- ������� �����&�� i�

	)/,* 0)-�4)1 5��',)6 3+(,4)2� / ������ ���!������,�� ����������! $ 6��!'
,�� ���� *������(����� �����.&�$ *������ "��� 6��!,�- g(x) ������ ��  !��)'
� ��� S1% � #� #!(�(������ 6��!,�� � *��� � � 1% ������ $ �� (��$ *�-� $ R�
������ � � )�� +��� g(x) = sin 2πx� � � )��

gi = sin
2πi

N
, i = 1, . . . , N, gi,n = ∇ngi, Δ =

1

N
. 1��2

@ ���

gi,1 = ∇gi = gi+1 − gi =

xi+Δ∫
xi

g(1)(y1) dy1,

gi,2 = ∇gi,1 = gi+1,1 − gi,1 =

xi+1+Δ∫
xi+1

g(1)(y) dy −
xi+Δ∫
xi

g(1)(y) dy =

=

xi+Δ∫
xi

(g(1)(y1 +Δ)− g(1)(y1)) dy1 =

xi+Δ∫
xi

dy1

y1+Δ∫
y1

g(2)(y2) dy2

� ����%

gi,n+1 = ∇n+1gi = gi+1,n − gi,n =

=

xi+Δ∫
xi

dy1

⎛
⎝ y1+Δ∫

y1

dy2 . . .

⎛
⎝ yn+Δ∫

yn

dyn+1 g
(n+1)(yn+1)

⎞
⎠
⎞
⎠ ,

+-



� * #� ��% ���� |g(n)(x)| � Cn+1(g) ��- ��! � � $ ! ������� C(g) > 0% � 

|gi,n| � Cn+1(g)Δn.

§ �� ��/0�1((�1 !( �(11 /)��

@�  � �� � �� ��
�� F (x) = F ��
������% ����� ��� N → ∞ � 1 � � = o(N)
�����
���� �� i < N − �

∇�+1xi ∼ (−1)�
√
2

(
F

e
�Δ2

)�

Δ.

� ! � � � � � � � � � (  � 7(��� 1�2 � ���� �� � !�����% �� 

∇�δi ∼
√
2

(
F

e
�Δ2

)�

.

=� 1�2 �����

∇�δi+1 =

∞∑
m=1

∇�δi+1,m, δi+1,m = amimΔ2mFm. 1��2

7(��� 1��2 ��� 1��2 ( ������ � > m

∇�δi,m = 0.

H���� �� ��� � = m

∇�δi+1,m = a��! (FΔ2)�.

� ! � � � � � � � � � (  � G������% �� � ����� 1�2

∇�i�+p =

l∑
k=0

Ck
� (−1)�−k(i+ k)�+p. 1�I2

@ ��� ����� ������� �� ,�* �!� ��(����(

∇mim =

m∑
k=0

Ck
m(−1)m−k(i + k)m =

m∑
k=0

Ck
m(−1)m−kkm = m!

{
m

m

}
= m!,

��� (� � � ��(����( � )�  +N-����� �( -! 
 ��+ � * � &�. 1��2% ��+ * � '
��% �� !�)� � ��66����,�� (���� * ��)��� ���*��� �� � �����  � i �� �����,�%
� * #� �� (� � � (���)���� �� � �)� ��(�����  � i� �

��- � !���������(� �� ���� * !�)��% �� ����� ���� ( �-�� 1��2 ��- m > �
+���� ����*� �����!� ����8� 4���(� � 5 ����� � = m�

����� m = � + p% p > 0� B���� ���� �(� �����-� ����� ������� p > �% � ���
�� 1�I2 �������

|(∇+)�δi+1,�+p| � |a�+p|(FΔ2)�+p2�N �+p = |a�+p|2�F 2�Δ2�(FΔ)p−�.

7 ����� ��������� � �0% ��! � �� ��- (��� � � �0

�! > 2�F �.

+.



@ ��� ��- � � �0

|a�+p|2�F 2�Δ2�(FΔ)p−� � |a�|(FΔ2)�(FΔ)p−��! � (FΔ)p−�|∇�δi+1,�|,

� ������% ����� * p > � ���� ( � � � �0 1����*� �����!�2 ��) �������- 4���(���5
���� �� "��� )� � < �0% � �  �(����(�.&�$ ���� �� *��( �� ���

C(�0, F )Δp−�|∇�δi+1,�|

��- ��! � � $ ! ������� C(�0, F ) > 0�

9����$ 1 � p � � �� )���� >������ � !����� 1���% ��*�����% :��<2 ��(���� �
��(����( 

∇�i�+p =

p∑
q=0

Cq
�+pi

q(∇�0�+p−q).

��- �����- � → ∞ ��� * ��� +���- � � 6�!�% �� ! ������ ���� ���∇�in 1� ���'
�� 9��������2 ���.� *� �� $ ! �+���� ���$ ����� :��<� >�* ����% �� ∇�0n ��('
� ����� �* � + ( ���������� n ���������  +N�!� ( * � ��������� -��$!�� ��!%
�� +� ��  ��� �� -���! ��  !������� *��� $� L��� ���� % *���� ������- � + i ���'
������ -���!% �� ! � ��� � (�������� @ ��� ∇�in 0 ���� �* � + ( ���������� n
���������  +N�!� ( * #��� -��$!�� ��!% �� +� ��  ��� �� (��������� � -���! ��
+��� *��� $� /��.�� �������% �� ∇�in �� ���,������� 1*�� i � 02 � ( ������.�
* n�

H ���� �� ����������� 
����������

∇�in+1 � (�+ i + n�)∇�in.

� ! � � � � � � � � � (  � =����

∇�in � ∇�in+1 = (�+ i)∇�in + �∇�−1in.

��$��(������ % ����(����(  ��(��� % � ��(����( *� &� (���  +N-����� �����.'
&��  +��� �� 7������  ��� #������ 1��*�����% * ������$ ( ��! � � $ 6�!��� '
(��� $ ������,��2� B��* � )����  �������� � )�� +��� �(�� (�� (
 �2 ��!% �� +�
(�� (��������� � -���! +��� ��*������% � ��� (��������$ #������ � )�� +���
�����&�� � + i �* � +���M �2 � (�  ��� �� � (��������� -���! �( + ���% � ���
(��������$ #������ � �)�� +��� * � )�� ( �( + ���. -��$!��

�� �� � � %  ��(��� % �� 

∇�−1in � n∇�in. �

@�! !�! �+ i � N � n� � 2�2 = o(Δ2)% �� ����� * ������∣∣∣∣∇�δi+1,n+1

∇�δi+1,n

∣∣∣∣ �
∣∣∣a�+1

a�

∣∣∣(�+ i + n�)FΔ2 = o(Δ),

� ������% ����� ���� ( � 1 � p < � ����*� �����!� ����8� ∇�δi+1,n% �� ��(��8���
� !���������( �� ����� �

��
������ �� L���*� ��!� ��- �����-% ! ��� � ����� * �-� ! N % �(-���� � ����'
8��� $ *� +��� $ ! �+���� ��!�  ��� )����� ��!������ ���� ����� $ * ���'
� (������ ��� ����� 9�������� 1��� :��% *���� )���� ���
<2� > % ��*�����%  ,��!�

+/



*�� � ∼ εN

(1 − Cε) <
|∇�δi|

√
2
(
F

e
�Δ2

)�
< (1 + Cε)

��- ��! � � $ ! ������� C > 0 � (��� � ���� �� ����� ε > 0 �����.� �� (�8�'
*��(����� � � !���������(��

§ �� �)( 2(�1 !( �(11 /)��

@�  � �� � �� ��
�� F (x) = αx% α � 1� ����� �����
���� �� �% 2 � � � N − i%

����������

|∇�xi| � Δ(CΔ)��!.

� ! � � � � � � � � � (  � 7(��� 1�2 � ���� �� � !�����% �� 

|∇�−1δi| � (CΔ)��!.

L��� ���� *������&���

∇�−1δi =

∞∑
m=1

∇�−1δi,m, δi,m = amΔ2mαm

(
i∑

k=2

xk

)m

. 1�J2

A�� �  ,��!� !�)� � ������� � +���� ��(�����  � *��� m, ��

A���� m, �� ����� � = 2% m = 1� @ ���

∇δi,1 = a1Δ
2α∇

i∑
k=2

xk = a1Δ
2αxi+1. 1�	2

����� � = 3% m = 1� @ ���

∇2δi,1 = a2Δ
2α∇2

i∑
k=2

xk = a2Δ
2α∇xi+1 ∼ a2αΔ

3. 1�
2

����� � = 3% m = 2� @ ���

∇2δi,2 = a2Δ
4α2∇2(

i∑
k=2

xk)
2 = O(Δ4). 1��2

9����$ 2 � � � m� A� 4����� 5 *� ��66����,�����  ��� ���% � ��-  ���(8���-

�− 2 ��66����,�� (���$ ��* ������  ��(����.  ,��!� 1(����. ��- �.+ $ 6��!'
,�� f(i)2

|∇�−2f(i)| � 2�−2max |f(i)|. 1��2

L ����� %  + �����- ψi =
i∑

k=2

xk% �����

|(∇+)�−1δi,m| � Δ2mαm
∣∣(∇+)�−2

[
xi+1(ψ

m−1
i+1 + ψm−2

i+1 ψi + . . .+ ψm−1
i )

]∣∣ �
� Δ2mαm2�−2m(i+ 1)m−1 � αmΔm+12�−2m

+0



� ∑
m���2

|(∇+)�−1δi,m| � 2�−2
∑

m���2

mαmΔm+1 � �(2α)�Δ�+1.

A� � !����� + ��8�% � ����� % �� 6 ����� 1�	2 � 1�
2 ��.� ����*� ��!� ��-
� = 2 � � = 3 �  �(����(��� �

9����$ m < � � N � G����  ,��!� ��&���(��� �� )���� /+ �����-

γk = max
i: i+k�N

|∇kxi|,

��* ������ 1��- � � 32 ����!��(� � *���* � )����

γk � Δ(CΔ)kk!, k = 2, . . . , �− 1. 1��2

B���� ���� ������� *��( � ������� � 1���� *�� m = 12 ( 1�J2% ! � � � ��(� 

a1αΔ
2∇�−2xi+1,

� ��� ��������� ��* ������(��� ������� �� ����!��(� � *���* � )���-�

��� m � 2 � * � &�. 6 ����� 1�
2 � ���� (���)���-

∇�−1

(
i∑

k=2

xk

)m

* ��� �− 1 ��66����,�� (���$ � )�  ,����� �����.&��  +��� �
∣∣∣∣∣∇�−1

(
i∑

k=2

xk

)m∣∣∣∣∣ �
∑
Q

C(m, �− 1 | q0, . . . , q�−1)

(
max

i

i∑
k=2

xk

)q0

×

×
(
max

i
xi+1

)q1(
max

i
|∇xi+1|

)q2 ∏
k�3

γqk
k−1,

1�;2

��� �����
∑
Q

 + ������� ����� * ! ������ �* �-� ������ ��+ ��� �� ���,�����'

��� ,���� ����� Q = q0, q1, . . . , q�% ��!�� �� 

q0 +
∑
k�1

qk = m,
∑
k�1

kqk = �− 1.

@�!�� ��+ �� +���� ����(��� � *��������� =� ����� ( � �% �� � (� q0 �� )���'

��$
i∑

k=2

xk �� ��66����,���.��- (  +&�% q1 �� )�����$ ��66����,���.��- � (� 

 ��� ���% * ��� ��� ���.� (�� xi+1% � ����% q�−1 �� )�����$ ��66����,���.��-

� (� � − 1 ���� ������������ m �� )�����$ (
( i∑
k=2

xk

)m

 � 1 � m� ��)� � ��

* ���� (�������� ��66����,�� (���$ *�����-���- !  �� �� �� #��� �� )�����$%
��(�- ������ ��������� ( 6 ����� 1��2� ��� #� �% ��! !�! �� +���� ��!����� * i%
 *���� �� ��(��� ( 6 ����� 1�
2 � )� �� �����(����

��- ������ � ��+ �� Q ����� ���� ! ������ ������� (����� ��+ �� α =
= {Ak, k = 0, . . . , � − 1} * ��� )���( �� )���(� {1, . . . ,m}% ��!�� �� |Ak| = qk �

{1, . . . ,m} =
⋃

Ak.

� �������	 
�����
� ����������� � � +'



7 �� )���( Ak �� (!�.���� �� � � ��! �� #�������% ! � ��� ��66����,���.��-
� (� k ����

�� �� � � % * ���� (������ ��� �− 1 ��66����,�� (���$ ���+�(����- �� ���*'
*� Bk,p% p = 1, . . . , qk% ��! �� 

{1, . . . , �− 1} =
⋃
k,p

Bk,p, |Bk,p| = k.

9���� �� )���(� Bk,p � �� �� ( � �% �� !�)� � ��66����,�� (���� �� Bk,p *��'
���-���- ! p'�� * * �-�!� #������� �� )���(� Ak�

� ������� C(m, �−1 | q0, . . . , q�−1) ��- � *������� ��+ � (Q ��(�� ����� ��!��
���+����$% ����

(
Cq0

mCq1
m−q0C

q2
m−q0−q1 . . .

)(
Cq1

�−1(q1!)
)(

C2q2
�−1−q1

(2q2)!

2q2

)
. . .

. . .

(
Ckqk

�−1−q1−2q2−...

(kqk)!

(k!)qk

)
. . . =

m!
�−1∏
k=0

qk!

(�− 1)!
�−1∏
k=1

(k!)qk

.

/,���� �(���� � ���� ��������� ( 1�J2% * ����-�� ��(����( � 1�;2� ��� #� � ��'
* ������ ����!��(� � *���* � )���� 1��2 ��-  ,��!� γk% � ��!)�  ��(�����  ,��!�
��-

∣∣∑xi

∣∣% |xi| � |∇xi+1|� 7 ���������� * �����

|∇�−1δi,m| � αmΔ2mN q0Δ

∑

k�3

qk ∏
k�2

(
(CΔ)k−1(k − 1)!

)qk m!
�−1∏
k=0

qk!

(�− 1)!
�−1∏
k=1

(k!)qk
.

7 �� �� Δ +���� ( ���*���

2m− q0 +m− q0 − q1 − q2 +
∑
k�2

(k − 1)qk = 2m− q0 +m− q0 − q1 − q2 +

+ �− 1− q1 −m+ q0 + q1 = 2m+ �− 1− q0 − q1 − q2 � m+ �− 1,

� ! ������� C 0 ( ���*���

�− 1− q1 −m+ q0 + q1 = �− 1−m+ q0.

/! �������� $  ,��! $ +����

αmΔm+�−1C�−1−m+q0
m!

�−1∏
k=0

qk!

(� − 1)!
∏
k�2

(
(k − 1)!

)qk
(k!)qk

�

� αm(CΔ)�−1(� − 1)!Δ2m22−
m
2 C−m+q0

1
�−1∏
k=0

qk!

∏
k�2

1

kqk
.

��$��(������ % * �! ��!� ��- (��� k � 2

k! � kk2−
k
2 ,

� 

Δmm! � Δmmm2−
m
2 � Δ2m22−

m
2 .

++



@�*���  ������- (�* ����� ������ (���� * (��� Q


∑
Q

Cq0
1

�−1∏
k=0

qk!

∏
k�2

1

kqk
�

(∑
q0

Cq0

q0!

)
�−1∏
k=1

m∑
qk=0

k−qk

qk!
� eCe

�−1∑

i

k−1

�

� eC+ln(�−1) = eC(�− 1),

* ��� ��� �����  ,��!� ������� � 1�J2 *�� ���� � m

(CΔ)��! Δ2m2C−meC2−
m
2 αm.

9����� (���� * m ����

(CΔ)��! Δ2
�−1∑
m=1

m2C−meC2−
m
2 αm.

G������% �� *�� C >
α√
2
(�������

�−1∑
m=1

m2C−m2−
m
2 eCαm

��(� ����  ��������� * � 1� N2� �����(�- ��!)� 1�J2% (����% �� �� ���� � !�'
���� � ! ������ $

C = 2α. �

��
������ �� 9����$ α < 1 ���������(����- ���� ���� % ���-���- � ��! ! �'
������ C� A� (����� ��!)�% �� *�� � = 2 ����*� ��!� ��(����  � i% � ( ������
� = 3 0 �� ��(�����

§ 7� $0 � ((�1 !( �(11 /)��

@�  � �� � �� ��
�� F (x) = αxn% α � 1� ����� ��� �
�� i � �
�� �% 2 � � � N − i�

����������

|∇�xi| � Δ(ΔC)��!, C = 2αn! e6.

� ! � � � � � � � � � (  � L��� ���� *������&��� ���  ,�����

∇�−1δi =

∞∑
m=1

amΔ2mαm∇�−1

(
i∑

k=2

xn
k

)m

. 1��2

9����$ � = 2% m = 1� 7 #� � ������

∇δi,1 = a1Δ
2α∇

i∑
k=2

xn
k = a1Δ

2αxn
i+1. 1��2

9����$ 2 � � � m� A� 4����� 5 *� ��66����,�����  ��� ��� 1* 6 ����� 1J22%

� ��-  ���(8���- � − 2 ��66����,�� (���$ ��* ������  ,��!� 1��2� L ����� %

�∗ +(



 + �����- ψi =
i∑

k=2

xn
k % �����

|∇�−1δi,m| � Δ2mαm
∣∣∇�−2

[
xn
i+1(ψ

m−1
i+1 + ψm−2

i+1 ψi + . . .+ ψm−1
i )

]∣∣ �
� Δ2mαm2�−2m(i+ 1)m−1 � αmΔm+12�−2m

�

2�−2
∑

m���2

mαmΔm+1 � �(2α)�Δ�+1.

/��.�� � �� 1��2 ������� ��������� �� ���� ��- � = 2�

���(�- ����!��(��- *� ,������ >��  ,�����

�−1∑
m=1

∇�−1δi,m =
�−1∑
m=1

amαmΔ2m∇�−1

(
i∑

k=2

xn
k

)m

. 1�I2

��- #� � �� *� ( ��� ����!��(��. ! �����!,�.%  ���� * � )�. �� *� (����'
��. ��- ����$� $ (��8��$ ����� ��� #� � 1��- � � 32 �� ��* ������ ����!��(� �
*���* � )����

γk = max
i: i+k�N

|∇kxi| � Δ(CΔ)kk!, k = 2, . . . , �− 1, 1�J2

��- * ������-  ,��!� (������� |∇�−1xn
i |� L��� ���� ? ; �����

|∇�−1xn
i+1| �

∑
Q

C(n, � − 1 | q0, . . . , q�)
(
max

i
xi+1

)q0(
max

i
|∇xi+1|

)q1
�−1∏
k�2

γqk
k , 1�	2

���∑
k�0

qk = n,
∑
k�1

kqk = �− 1.

� ������� C(n, � − 1 | q0, . . . , q�) ��- � *������� ��+ � ( Q ��!�� )�% !�! � ( ? ;


n!
�−1∏
k=0

qk!

(�− 1)!
�−1∏
k=1

(k!)qk

.

� ����-�� ����!��(��� *���* � )�����%  ,���� �(���� (���)���� 1�	2


Δ

∑

k�1

qk
�−1∏
k�2

(
(CΔ)kk!

)qk n!
�−1∏
k=0

qk!

(�− 1)!
�−1∏
k=1

(k!)qk
= Δ

�−1+
∑

k�2

qk
C�−1−q1 n!

�∏
k=0

qk!

(�− 1)! �

� (CΔ)�−1(�− 1)!n! Δ

∑

k�2

qk
C−q1

1
�∏

k=0

qk!

.

@�*���  ������- (�* ����� ������ (���� * (��� Q


∑
Q

Δ

∑

k�2

qk
C−q1

1
�−1∏
k=0

qk!

�
∑
q0

1

q0!

∑
q1

C−q1

q1!

�−1∏
k=2

�−1∑
qk=0

Δqk

qk!
� e1+c−1+(�−3)Δ.

+)



7 ���������� �����  ,��!�

|∇�−1xn
i+1| � (CΔ)�−1(� − 1)!n! e2+C−1

. 1�
2

9����$ 1 = m < � � N � L��� ����  ,���� ������� � � m = 1% ��* ����-

|∇�−1δi,1| � a1αΔ
2

∣∣∣∣∣∇�−1

(
i∑

k=2

xn
k

)∣∣∣∣∣ = a1αΔ
2|∇�−2xn

i+1| �

� a1αΔ
2
∑
Q

C(n, �− 2 | q0, . . . , q�−2)
(
max

i
xi+1

)q0(
max

i
|∇xi+1|

)q1
�−2∏
k�2

(γk)
qk , 1��2

���

∑
k�0

qk = n,
∑
k�1

kqk = �− 2.

� ������� C(n, �−2 | q0, . . . , q�−2) ��- � *������� ��+ � ( Q ��!�� )�% !�! � (�8�


n!
�−2∏
k=0

qk!

(�− 2)!
�−2∏
k=1

(k!)qk

.

� ����-�� ����!��(��� *���* � )����� 1�
2%  ,���� �(���� � ���� ������� � (
����� 1��2


αΔ2Δ

∑

k�1

qk
�−2∏
k�2

(
(CΔ)kk!

)qk n!
�−2∏
k=0

qk!

(�− 2)!
�−2∏
k=1

(k!)qk
=

= αΔ
2+�−2+

∑

k�2

qk
C�−2−q1

n!
�−2∏
k=0

qk!

(� − 2)! �

� α(CΔ)��!n!
1

�(�− 1)
Δ

∑

k�2

qk
C−2−q1

1
�−2∏
k=0

qk!

.

@�*���  ������- (�* ����� ������ (���� * (��� Q


∑
Q

Δ

∑

k�2

qk
C−q1

1
�−2∏
k=0

qk!

�
∑
q0

1

q0!

∑
q1

Δq1C−q1

q1!

�−2∏
k=2

�−2∑
qk=0

Δqk

qk!
� e1+C−1+(�−4)Δ.

7 ���������� * ������

α(CΔ)��!n!
1

�(�− 1)

e2+C−1

C2
.

+*



7� ��- ����!��(��- *� ,������ @�*���% * ����-��  ,��! $ 1�
2% ����� ����

�����$ 2 � m < � � N % ����  ,���� *�� m � 2 (���)����

amαmΔ2m∇�−1

(
i∑

k=2

xn
k

)m

. 1��2

/+ �����-

βk = max
i

|∇kxn
i+1|,

(���)���� 1��2 * ��� �− 1 ��66����,�� (���$ � )� *������(��� ( (���

amαmΔ2m
∑
Q

C(m, �− 1 | q0, . . . , q�−1)

(
max

i

i∑
k=2

xn
k

)q0(
max

i
xn
i+1

)q1
�−1∏
k�2

βqk
k−1. 1��2

/! �������� �����

|∇�−1δi,m| =
∣∣∣∣∣amΔ2mαm∇�−1

(
i∑

k=2

xn
k

)m∣∣∣∣∣ �

�

∣∣∣∣∣∣αmΔ2mN q0Δ

∑

k�3

qk ∏
k�2

(
(CΔ)(k−1)(k − 1)!n! e2+C−1

)qk m!
�−1∏
k=0

qk!

(�− 1)!
�−1∏
k=1

(k!)qk

∣∣∣∣∣∣ .

@�*��� �� +��� ����� ����� �� )�����  ������ �

9��*��� Δ ��(��

2m− q0 +
∑
k�3

qk + �− q1 −m+ q0 + q1 = m+ �+
∑
k�3

qk,

���*��� C ��(��

�− q1 −m+ q0 + q1 = �−m+ q0,

 �������� ! ������� 0

(n! e2+C−1

)m−q0−q1 .

� ��� (�������- �� )����- (CΔ)��!  ������- �� )�����

m! �−1Δm � �−1.

9����� (���� ����

∑
Q

[
�−1∑
q0=0

1

q0!

][
�−1∑
q1=0

1

q1!

]
�−1∏
k=2

[
�−1∑
qk=0

1

qk!

1

kqk
Δqk

]
� e3.

/! �������� * ������ ! �������

C−m+q0(αn! e2+C−1

)m−q0−q1e3,

�� � !���(��� �� ���� *��

C = 2αn! e6. �

(,
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