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�àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ìíîãèõ òî÷å÷íûõ ÷àñòèö ñ ïðîèçâîëüíûì êâàäðàòè÷íûì

âçàèìîäåéñòâèåì è ñèíóñîèäàëüíîé ñèëîé, äåéñòâóþùåé íà îäíó �èêñèðîâàííóþ ÷àñòèöó.

Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåçîíàíñà è ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè

òðàåêòîðèé ÷àñòèö, à òàêæå â ñëó÷àå ðåçîíàíñà � àñèìïòîòèêà ìàêñèìóìà ýíåðãèè ñèñòå-

ìû ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåðàâíîâåñíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà, ðåçîíàíñ, ìíîãî÷àñòè÷íûå

ñèñòåìû, ñïåêòð, îãðàíè÷åííûå òðàåêòîðèè.

We onsider large systems of point partiles with arbitrary quadrati interation and

harmoni fore ating on one �xed partile. Neessary and su�ient onditions for resonane

and for uniform boundedness of trajetories are obtained. In the ase of resonane, we obtained

the large time asymptotis for energy maxima.

Key words: non-equilibrium statistial physis, resonane, many partile systems, spetrum,

bounded trajetories.

Ï.Ë. ×åáûø¼â áûë âåëè÷àéøèì ìàòåìàòèêîì XIX âåêà. Áîëåå òîãî, îí áûë âñåñòîðîííèì ó÷å-

íûì: àíàëèç, âåðîÿòíîñòü, òåîðèÿ ÷èñåë, à òàêæå èçó÷åíèå ñòðóêòóðû è êîíñòðóèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ

ìåõàíèçìîâ. Ìû ïðèíîñèì åìó äàíü ãëóáîêîãî óâàæåíèÿ è æàëååì, ÷òî ñåé÷àñ îí íå ìîæåò íåïî-

ñðåäñòâåííî ïîìî÷ü ðàçâèòèþ ìàòåìàòèêè.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ âîçíèêëà â ðàìêàõ ïîêà íåîáúÿòíîãî ïðîåêòà ïîä íàçâàíèåì �Ñòðóêòóðà êëàñ-

ñè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè�. Îäíà èç çàäà÷ ýòîãî ïðîåêòà � âûÿñíèòü, êàêèå ìàêðîâûâîäû

íåðàâíîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè è ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ìîæíî ïîëó÷èòü (ñ èäåàëüíîé ìà-

òåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòüþ) èç êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè áîëüøèõ ñèñòåì òî÷å÷íûõ ÷àñòèö. Ïðè ýòîì

ìû ðàññìàòðèâàåì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè òîëüêî â ðàìêàõ êëàññè÷åñêèõ çàêîíîâ Íüþòî-

íà, áåç âñÿêîé ñëó÷àéíîñòè (ñì. [1�3℄). Íåîáõîäèìî òàêæå ñêàçàòü î ðàáîòàõ â �èçè÷åñêèõ æóðíàëàõ
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(ñì. [4℄ è ññûëêè òàì). Âëèÿíèå âíåøíåé ñðåäû, êîíå÷íî, ìîæíî ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûì (ñì., íàïðè-

ìåð, [5℄), íî ñëó÷àéíûå ñèëû ëó÷øå èñïîëüçîâàòü ïîñëå òîãî, êàê áóäåò èçó÷åíî âëèÿíèå âíåøíèõ

äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèë.

1. Ìîäåëü. Ìû ðàññìàòðèâàåì îáùóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó N0 òî÷å÷íûõ ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå

Rd
ñ N = dN0 êîîðäèíàòàìè qj ∈ R, j = 1, . . . , N. Îáîçíà÷èì

vj =
dqj
dt
, pj = mjvj , j = 1, . . . , N,

q = (q1, . . . , qN )T , p = (p1, . . . , pN )T , ψ(t) = (q1, . . . , qN , p1, . . . , pN )T ,

ãäå mj � ìàññà òîé ÷àñòèöû, îäíà èç êîîðäèíàò (qj) êîòîðîé èìååò èíäåêñ j. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü

âñå ìàññû åäèíè÷íûìè. Ïðè ýòîì ïîòåíöèàëüíàÿ è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèè ñèñòåìû èìåþò âèä

U(ψ(t)) =
1

2

∑

16j,l6N

Vj,lqjql =
1

2
(q, V q), T (ψ(t)) =

N∑

j=1

p2j
2

=
1

2
(p, p),

ãäå V = (Vj,l)j,l � ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ (N ×N)-ìàòðèöà, à

(q, q′) =
N∑

j=1

qjq
′
j

� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü V íåîáõîäèìà, ÷òîáû (ïðè îòñóòñòâèè

âíåøíåé ñèëû) ÷àñòèöû íå óõîäèëè íà áåñêîíå÷íîñòü. Êðîìå òîãî, ïóñòü íà �èêñèðîâàííóþ ÷àñòèöó,

èìåþùóþ êîîðäèíàòó qn ñ �èêñèðîâàííûì íîìåðîì n ∈ {1, . . . , N}, äåéñòâóåò (â íàïðàâëåíèè ýòîé

êîîðäèíàòû) âíåøíÿÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ñèëà ñ àìïëèòóäîé a è ÷àñòîòîé êîëåáàíèé ω. Òîãäà ïîëíàÿ

ýíåðãèÿ ñèñòåìû èìååò âèä

H(ψ(t)) = U(ψ(t)) + T (ψ(t)) − a sin(ωt)qn.

Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

q̈j = −
∑

l

Vj,lql + a sin(ωt)δj,n, j = 1, . . . , N,

ãäå δj,n � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïåðåïèøåì ýòî â ãàìèëüòîíîâîì âèäå





q̇j = pj,

ṗj = −
∑

l

Vj,lql + a sin(ωt)δj,n

è â âåêòîðíîì âèäå

ψ̇ = A0ψ + a sin(ωt)gn, (1)

ãäå

A0 =

(
0 E
−V 0

)
(2)

� (2N × 2N)-ìàòðèöà, E � åäèíè÷íàÿ (N ×N)-ìàòðèöà è

gn = (0, . . . , 0, en)
T ∈ R

2N , en = (δ1,n, . . . , δN,n).

Ââèäó òîãî ÷òî ìàòðèöà V ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è, çíà÷èò, âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû, óäîáíî äàëåå îáîçíà÷àòü èõ ak = ν2k , k = 1, . . . , N, ïðè÷åì óäîáíî ñ÷èòàòü,

÷òî âñå νk ïîëîæèòåëüíû. Ñîîòâåòñòâóþùóþ èì ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç

{uk, k = 1, . . . , N}. Äàëåå âñåãäà ñ÷èòàåì ýòó ñèñòåìó îðòîíîðìèðîâàííîé.

Ëåììà 1. ×èñëà ±iν1, . . . ,±iνN � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u = uk � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû V , ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåí-

íîìó çíà÷åíèþ ν2k , k = 1, . . . , N , ò.å. V u = ν2ku. �àññìîòðèì âåêòîð x± =

(
u
λ±u

)
, ãäå λ± = ±iνk.

Òîãäà

A0x± =

(
0 E
−V 0

)(
u
λ±u

)
=

(
λ±u
−V u

)
=

(
λ±u
−ν2ku

)
=

(
λ±u
λ2±u

)
= λ±x±,

ò.å. x± � ñîáñòâåííûé âåêòîð A0, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ± = ±iνk.
Ëåììà äîêàçàíà.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1. 1. Ïóñòü ω2 6= ν2j íè äëÿ êàêîãî j ∈ {1, . . . , N}, òîãäà äëÿ âñåõ j ∈ {1, . . . , N} è äëÿ
âñåõ t > 0

|qj(t)| 6 Ajβγ, |pj(t)| 6 2Ajβω,

β = max
r

1

|ω2 − ar|
, (3)

γ = 1 + ωmax
r

1

ar
, (4)

Aj = |a|
N∑

k=1

|(uk, en)(uk, ej)|. (5)

2. Ïóñòü ω2 = ν2l õîòÿ áû äëÿ îäíîãî l ∈ {1, . . . , N}. Òîãäà îãðàíè÷åííîñòü qj(t), pj(t) íà

ïðîìåæóòêå t ∈ [0,∞) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ýòîãî j âåðíî

∑

k∈I(ω)

(uk, en)(uk, ej) = 0,

ãäå I(ω) = {j ∈ {1, . . . , N} : ω2 = ν2j }. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ðåçîíàíñ, ò.å. äëÿ âñåõ

j ∈ {1, . . . , N}
lim inf
t→+∞

qj(t) = −∞, lim sup
t→+∞

qj(t) = +∞,

lim inf
t→+∞

pj(t) = −∞, lim sup
t→+∞

pj(t) = +∞.

Òåîðåìà 2. Â ñëó÷àå ðåçîíàíñà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà C, òàêàÿ, ÷òî

lim sup
t→+∞

T (ψ(t))

t2
= lim sup

t→+∞

U(ψ(t))

t2
= lim

t→+∞

H(ψ(t))

t2
= C,

ïðè ýòîì

C =
a2

8

∑

k∈I(ω)

(uk, en)
2.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ω ðåçîíàíñà íå áóäåò ïî÷òè äëÿ âñåõ

ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûõ ìàòðèö V â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΩN ìíîæåñòâî âñåõ

ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûõ (N × N)-ìàòðèö. Îíî ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â RM
, ãäå

M = N+ N2−N
2 = N(N+1)

2 . Ïîýòîìó óñëîâèå ï. 1 òåîðåìû 1 îïðåäåëÿåò â ΩN ïîäìíîæåñòâî ñ íóëåâîé

ìåðîé Ëåáåãà.

Â òî æå âðåìÿ çàìåòèì, ÷òî ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ω ìíîæåñòâî Ω(ω) ìàòðèö, òàêèõ, ÷òî
ω2 = ν2l õîòÿ áû äëÿ îäíîãî l ∈ {1, . . . , N}, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì â RM

. È

òîãäà óñëîâèå (5) îçíà÷àåò, ÷òî ðåçîíàíñ áóäåò èìåòü ìåñòî �ïî÷òè äëÿ âñåõ� V èç Ω(ω) â ñìûñëå

èíäóöèðîâàííîé ìåðû íà Ω(ω).
3. Äîêàçàòåëüñòâà. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä (ñì. [6℄)

ψ(t) = eA0t(a

t∫

0

sin(ωs)e−A0sgnds+ ψ(0)). (6)



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2021. � 3 77

Òàê êàê ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè âñåãäà îãðàíè-

÷åíî, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü

íóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

ψ(0) = 0⇐⇒ qj|t=0 = 0, pj |t=0 = 0, j = 1, . . . , N.

Ëåììà 2. Äëÿ ìàòðèöû (2) âåðíî

eA0t =

(
cos(
√
V t) (

√
V )−1 sin(

√
V t)

−
√
V sin(

√
V t) cos(

√
V t)

)
, (7)

ãäå êîñèíóñ è ñèíóñ ìàòðèöû ââîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòå, íî ñ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè ðÿäàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

A2k
0 =

(
(−1)kV k 0

0 (−1)kV k

)
, A2k+1

0 =

(
0 (−1)kV k

(−1)k+1V k+1 0

)
.

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü:

eA0t =

(
A11 A12

A21 A22

)
,

ãäå

A11 = A22 = E + 0t+ (−V )
t2

2!
+ 0

t3

3!
+ V 2 t

4

4!
+ . . . = cos(

√
V t),

A12 = 0 + Et+ 0
t2

2!
− V t

3

3!
+ 0

t4

4!
+ V 2 t

5

5!
+ . . . =

= (
√
V )−1(0 +

√
V t+ 0

t2

2!
− V 3/2 t

3

3!
+ 0

t4

4!
+ V 5/2 t

5

5!
+ . . .) = (

√
V )−1 sin(

√
V t),

A21 = 0 + (−V )t+ 0
t2

2!
+ V 2 t

3

3!
+ 0

t4

4!
− V 3 t

5

5!
+ . . . =

= −
√
V (0 +

√
V t+ 0

t2

2!
− V 3/2 t

3

3!
+ 0

t4

4!
+ V 5/2 t

5

5!
+ . . .) = −

√
V sin(

√
V t).

Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Èç (6), (7) èìååì ÿâíûé âèä q(t), p(t):

q(t) = a

t∫

0

sin(ωs)(
√
V )−1 sin(

√
V (t− s))en ds,

p(t) = a

t∫

0

sin(ωs) cos(
√
V (t− s))en ds.

�àçëîæèì âåêòîð en ïî áàçèñó èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû V :

en =

N∑

k=1

(uk, en)uk.

Òîãäà òàê êàê

(
√
V )−1uk =

1

νk
uk, sin(

√
V t)uk = uk sin(νkt), cos(

√
V t)uk = uk cos(νkt),

òî

q(t) = a

N∑

k=1

(uk, en)




t∫

0

sin(ωs)
sin(νk(t− s))

νk
ds


uk = a

N∑

k=1

(uk, en)
1

νk
q̃k(t)uk, (8)
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p(t) = a

N∑

k=1

(uk, en)




t∫

0

sin(ωs) cos(νk(t− s)) ds


uk = a

N∑

k=1

(uk, en)p̃k(t)uk, (9)

òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îãðàíè÷åííîñòè ñâåëñÿ ê âîïðîñó îãðàíè÷åííîñòè �óíêöèé q̃k(t) è p̃k(t).
Äëÿ òåõ j ∈ {1, . . . , N}, äëÿ êîòîðûõ ω2 6= ν2j , èìååì

q̃j(t) =

t∫

0

sin(ωs) sin(
√
aj(t− s)) ds =

1

ω2 − aj
(ω sin(

√
ajt)−

√
aj sin(ωt)),

p̃j(t) =

t∫

0

sin(ωs) cos(
√
aj(t− s)) ds =

ω

ω2 − aj
(cos(

√
ajt)− cos(ωt)),

îòêóäà ïîëó÷àåì

|qj(t)| = |(q, ej)| = |a
N∑

k=1

(uk, en)
1

νk
q̃k(t)(uk, ej)| 6 Ajβγ,

ãäå β îïðåäåëåíî â (3), γ � â (4), Aj � â (5). Àíàëîãè÷íî

|pj(t)| = |(p, ej)| = |a
N∑

k=1

(uk, en)p̃k(t)(uk, ej)| 6 2Ajβω.

Äëÿ òåõ j ∈ {1, . . . , N}, äëÿ êîòîðûõ ν2j = ν2l = ω2
, èìååì

q̃j(t) =

t∫

0

sin(ωs) sin(
√
aj(t− s)) ds =

sin(ωt)

ω
− t cos(ωt)

2
,

p̃j(t) =

t∫

0

sin(ωs) cos(
√
aj(t− s)) ds =

t sin(ωt)

2
,

qj(t) = (q, ej) = a
N∑

k=1

(uk, en)
1

νk
q̃k(t)(uk, ej) =

= (a
∑

k∈I(ω)

(uk, en)(uk, ej))(−
t cos(ωt)

2ω
) +O(1) = Bj(−

t cos(ωt)

2ω
) +O(1), t→ +∞,

ãäå I(ω) = {j ∈ {1, . . . , N} : ω2 = ν2j }.
Äëÿ �óíêöèé pj(t) âûêëàäêà àíàëîãè÷íà:

pj(t) = (p, ej) = a
N∑

k=1

(uk, en)p̃k(t)(uk, ej) =

= (a
∑

k∈I(ω)

(uk, en)(uk, ej))
t sin(ωt)

2
+O(1) = Bj

t sin(ωt)

2
+O(1), t→ +∞,

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Èç (8), (9) ââèäó îðòîãîíàëüíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ èìååì

U(ψ(t)) =
a2

2

N∑

k=1

(uk, en)
2ak(q̃k(t))

2 =
a2

2

∑

k∈I(ω)

(uk, en)
2ω2

(
t cos(ωt)

2ω

)2

+O(1) =
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=
a2

8

∑

k∈I(ω)

(uk, en)
2t2 cos2(ωt) +O(1), t→ +∞.

Àíàëîãè÷íî

T (ψ(t)) =
a2

2

N∑

k=1

(uk, en)
2(p̃k(t))

2 =
a2

2

∑

k∈I(ω)

(uk, en)
2

(
t sin(ωt)

2

)2

+O(1) =

=
a2

8

∑

k∈I(ω)

(uk, en)
2t2 sin2(ωt) +O(1), t→ +∞,

H(ψ(t)) = U(ψ(t)) + T (ψ(t))− a sin(ωt)qn = Ct2 cos2(ωt) + Ct2 sin2(ωt) +

+ aBn
t sin(2ωt)

4ω
+O(1) = Ct2 +O(t), t→ +∞,

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.
4. Äàëüíåéøèå çàäà÷è è îáîáùåíèÿ. Ïåðâîå îáîáùåíèå òðèâèàëüíî: åñëè ãàðìîíè÷åñêèå

ñèëû fj(t) äåéñòâóþò íà êàæäóþ ÷àñòèöó j, òî ââèäó ëèíåéíîñòè ìîæíî âçÿòü ñóììó N âûøå-

ïðèâåäåííûõ ðåøåíèé äëÿ êàæäîé îòäåëüíîé ñèëû fj . Ñëåäóþùèå îáîáùåíèÿ � ïðîèçâîëüíûå è

äàæå ñëó÷àéíûå fj(t). Êàêèå èç íèõ äàäóò áîëåå ðåàëüíóþ êàðòèíó âîçäåéñòâèÿ âíåøíåé ñðåäû íà

áèîëîãè÷åñêèå îáúåêòû, òàêæå ìàëî ïîíÿòíî.

Â �èçèêå ÷àñòî ðàçëè÷àþò òðè âèäà ñèë: ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè (intera-

tion fores), âíåøíèå äâèæóùèå ñèëû (driving fores) è âíåøíèå äèññèïàòèâíûå ñèëû (dissipative

fores). ×åòêîãî îïðåäåëåíèÿ äâóõ ïîñëåäíèõ âíåøíèõ ñèë íåò, íî îíè ñíèæàþò îáùóþ ýíåðãèþ

ñèñòåìû è, êàê ïðàâèëî, çàâèñÿò îò ñêîðîñòè ÷àñòèöû, íà êîòîðóþ îíè äåéñòâóþò. È åñòü, êîíå÷íî,

ìíîãî ïðèìåðîâ. Ñàìîå âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî, êîòîðîå åùå íå èññëåäîâàíî, � ýòî çàâèñèìîñòü

ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðåçîíàíñà îò âèäà ãðà�à G = G(V ), îïðåäåëÿåìîãî ìàòðèöåé V . Â äàííîì ñëó÷àå

ìîæåò ïîìî÷ü èìåþùàÿñÿ ëèòåðàòóðà ïî ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ãðà�îâ (ñì., íàïðèìåð, [7℄).
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