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Ï�ÎÁËÅÌÛ ÏÅ�ÅÄÀ×È ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈÈÒîì 47 2011 Âûï. 2ÓÄÊ 621.391.1 : 519.2 © 2011 ã. Â. À. ÌàëûøåâÊ�ÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÑ ÑÈËÜÍÛÌ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÍÀ ÎÊ�ÓÆÍÎÑÒÈÎáû÷íî â ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåìàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå øêàëû � ìàêðîè ìèêðî, ïðè÷åì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå ìàêðîøêàëû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-þòñÿ ïåðåìåííûìè ìèêðîøêàëû. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå÷àñòèö ñ ñèëüíûì ëîêàëüíûì (êóëîíîâñêèì) âçàèìîäåéñòâèåì ýòî íå âñåãäà òàê.Èìåííî, èí�îðìàöèÿ î íåêîòîðûõ ìàêðîïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü çàêîäèðîâàíàíà øêàëå, ñóùåñòâåííî ìåíüøåé ìèêðîøêàëû.
§ 1. ÂâåäåíèåÂ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåìàõ ñ ñèëüíûì ëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì ìîãóòáûòü ÿâëåíèÿ, íå âñòðå÷àþùèåñÿ â ñòàíäàðòíûõ ñèñòåìàõ ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè èäðóãèõ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåìàõ. Òàê, ñèñòåìà ñ N êîìïîíåíòàìè â îãðàíè÷åí-íîì ìàêðîîáúåìå ïîðÿäêà 1 (ìàêðîøêàëà) èìååò åñòåñòâåííóþ ìèêðîøêàëó ïîðÿä-êà 1

N
. Âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó, à çíà÷èò, è íà êàæäóþ åå êîìïîíåíòó, ìàêðîñêîïè÷å-ñêîé ñèëû (ïîðÿäêà 1) ïðîÿâëÿåòñÿ îáû÷íî â èçìåíåíèÿõ íà ñàìîé ìàêðîøêàëå è îä-íîâðåìåííî â ìàëûõ, ïîðÿäêà 1

N
, èçìåíåíèÿõ ìèêðîêîìïîíåíò (ñì., íàïðèìåð, [1℄).Îäíàêî â ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå ñèñòåìàõ ñ ñèëüíûì êóëîíîâñêèì îòòàëêèâàíèåììåæäó ÷àñòèöàìè â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ âëèÿíèå òàêîé ñèëû ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêîíà øêàëå, ãîðàçäî ìåíüøåé ñòàíäàðòíîé ìèêðîøêàëû. Èíà÷å ãîâîðÿ, èí�îðìàöèÿî ìàêðîñèëå íå âèäíà íè íà ìàêðîøêàëå, íè íà îáû÷íîé ìèêðîøêàëå, à òîëüêî íàáîëåå òîíêîé. Åñëè ýòî ÿâëåíèå èìååò ìåñòî âíå çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ íåïðåðûâ-íîñòè âíåøíåé ñèëû, òî ñàìî ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâåííîçàâèñèò îò ñâîéñòâ íåïðåðûâíîñòè âíåøíåé ñèëû.Ìîäåëü. �àññìîòðèì ñèñòåìó

0 6 x1(t) < . . . < xN (t) < L (1)èäåíòè÷íûõ êëàññè÷åñêèõ òî÷å÷íûõ ÷àñòèö íà îòðåçêå [0, L] ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðà-íè÷íûìè óñëîâèÿìè (ò.å. íà îêðóæíîñòè S äëèíû L). Äèíàìèêà ýòîé ñèñòåìû òî÷åêçàäàåòñÿ ñèñòåìîé èç N óðàâíåíèé
m
d2xi

dt2
= −

∂U

∂xi

+ F (xi)−A
dxi

dt
, (2)ãäå A > 0, F � âíåøíÿÿ ñèëà, à âçàèìîäåéñòâèå �

U(x1, . . . , xN ) = V (x2 − x1) + V (x3 − x2) + . . .+ V (x1 − xN ),ãäå, êîíå÷íî, x1−xN ïîíèìàåòñÿ êàê x1+(L−xN ); èíà÷å ãîâîðÿ, çäåñü è äàëåå ðàçíî-ñòè áåðóòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîòåíöèàë V � ñèììåòðè÷íûé117



è îòòàëêèâàþùèé, è áîëåå òîãî,
V (x) = V (−x) > 0, V (r) = αr−a+1 > 0, r = |x|,

f(r) = −
dV (r)

dr
= α(a− 1)r−a > 0.

(3)Äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî a > 1, è ïîëàãàåì α(a − 1) = 1, ò.å. f(r) = r−a. Íåïî-äâèæíûå (êðèòè÷åñêèå) êîí�èãóðàöèèX = (x1, . . . , xN ) ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿóðàâíåíèÿìè
f(xk − xk−1) + F (xk)− f(xk+1 − xk) = 0, k = 1, . . . , N, (4)ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîëîæèòåëüíûå ñèëû äåéñòâóþò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è ÷òî x0 = xN ,

xN+1 = x1. Íàøà öåëü � èññëåäîâàòü ýòè óðàâíåíèÿ.�åçóëüòàòû. Åñëè F ≡ 0, òî î÷åâèäíî, ÷òî íåïîäâèæíàÿ êîí�èãóðàöèÿ åäèí-ñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà, ïðè÷åì äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N

|xi+1 − xi| =
L

N
.Åñëè F � íå òîæäåñòâåííûé íîëü, ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî ñëîæíåå. Îäíàêî åñòüñëåäóþùèé îáùèé ðåçóëüòàò.Ò å î ð åì à 1. Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà F (x) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé �óíêöèåé, èïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x

(p)
1 , . . . , x

(p)
Np

), p = 1, 2, . . . , íåïîäâèæíûõêîí�èãóðàöèé ñ Np → ∞. Òîãäà ïðè p → ∞ ðàâíîìåðíî ïî i = 1, . . . , Np

∣∣x(p)
i+1 − x

(p)
i

∣∣ ∼ L

Np

.Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü íåïîäâèæíîé êîí�èãóðàöèè íå èìåþò òàêèõîáùèõ ðåçóëüòàòîâ, íî èìåþò ðÿä èíòåðåñíûõ ý��åêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðåäåëîì
N → ∞. Ïóñòü ñèëà ïîòåíöèàëüíà íà îêðóæíîñòè, ò.å. ∫

S

F (x) dx = 0, òîãäà ïîòåí-öèàë ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êàê
W (x) =

x∫

0

F (x) dx.Åñëè ïîòåíöèàë W (x) � ãëàäêèé, òî òî÷êà ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà
U(x1, . . . , xN ) +

N∑

i=1

W (xi)óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (4), êîòîðûå, òàêèì îáðàçîì, âñåãäà èìåþò ðåøåíèå. Â òîæå âðåìÿ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿËåììà 1. Ïóñòü F (x) íåïðåðûâíà ñëåâà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ðàçðûâîâ. Åñëèñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Np → ∞, òàêàÿ ÷òî äëÿ êàæäîãî p ñóùåñòâóåòõîòÿ áû îäíà íåïîäâèæíàÿ êîí�èãóðàöèÿ (x
(p)
1 , . . . , x

(p)
Np

), òî
∫

S

F dx = 0, (5)ò.å. ñèëà F (x) ïîòåíöèàëüíà íà îêðóæíîñòè.118



Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû áóäåò ïîëó÷åíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.Åñëè æå ïîòåíöèàë W (x) íå ãëàäêèé, äàæå åñëè ñèëà ïîòåíöèàëüíà, òî óðàâ-íåíèÿ (4) äàëåêî íå âñåãäà èìåþò ðåøåíèå, ò.å. êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ìîæåò íå áûòüâîîáùå. Ýòî íå óäèâèòåëüíî, ïîäîáíîå ÿâëåíèå åñòü, íàïðèìåð, è â ñëåäóþùåé ïðî-ñòåéøåé ìîäåëè ñ îäíîé ÷àñòèöåé, ãäå íåò êðèòè÷åñêîé òî÷êè: íà îòðåçêå [0, L] ÷à-ñòèöà äâèæåòñÿ â ïîëå âíåøíåé ñèëû F (x) = F1 > 0, x ∈ [0,M ], 0 < M < L,è F (x) = F2 < 0, x ∈ (M,L]. Ìû, îäíàêî, êîíöåíòðèðóåìñÿ òîëüêî íà ÿâëåíèÿõ,ñâÿçàííûõ ñ ÷èñëîì ÷àñòèö N → ∞.Óæå ïðîñòåéøèé ñëó÷àé êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé �óíêöèè ïîêàçûâàåò íåòèïè÷íîñòüñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïóñòü F (x) = F1 íà èíòåðâàëå (0,M ] îêðóæ-íîñòè S è F (x) = F2 íà äîïîëíèòåëüíîì èíòåðâàëå (M,L]. Ìû áóäåì ÷àñòî èñïîëü-çîâàòü îáîçíà÷åíèÿ M1 = M , M2 = L − M , N1, N2 � ÷èñëî ÷àñòèö íà èíòåðâàëàõ
(0,M ] è (M,L] ñîîòâåòñòâåííî, N = N1 +N2.Íàøà öåëü � äîêàçàòü ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.Ò å î ð åì à 2. Ôèêñèðóåì L, M =

L

2
è F (x) = F > 0, x ∈ (0,M ], F (x) = −F ,

x ∈ (M,L]. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷åòíûõ N ñóùåñòâóåò êîíòèíóóìíåïîäâèæíûõ êîí�èãóðàöèé. Òî÷íåå, äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ S ñóùåñòâóåò íåïî-äâèæíàÿ êîí�èãóðàöèÿ
0 < x1 < . . . < xN

2

6
M

2
< xN

2
+1, . . . , xN 6 L,ñîäåðæàùàÿ x (ò.å. x ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì xk). Ïðè ýòîì ÷èñëî òî÷åê íà îò-ðåçêàõ (0,M ] è (M,L] îäèíàêîâî è ∆k = xk+1 − xk = ∆N−k äëÿ âñåõ k = 1, . . . ,

N

2
.Åñëè N íå÷åòíî, òî íåïîäâèæíûõ êîí�èãóðàöèé íåò.Â äîêàçàòåëüñòâå ìû ÿâíî ïîñòðîèì ñóùåñòâóþùèå íåïîäâèæíûå êîí�èãóðàöèè.Ò å î ð åì à 3. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ 0 < C1 < C2 < ∞ è ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè N

(p)
1 , N

(p)
2 → ∞, òàêîé ÷òî N

(p)
1

N
(p)
2

→ γ 6= 1, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî p íèäëÿ êàêèõ L,M,Fi, òàêèõ ÷òî
C1 < L,M,Fi < C2,íåïîäâèæíûõ êîí�èãóðàöèé íå ñóùåñòâóåò.Â òî æå âðåìÿ âñåãäà ìîæíî èçìåíèòü çíà÷åíèå �óíêöèè F â îäíîé èëè äâóõòî÷êàõ ðàçðûâà (ò.å. â òî÷êàõ M èëè L) òàê, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿêîí�èãóðàöèÿ ñ îäíîé èëè äâóìÿ ÷àñòèöàìè â òî÷êàõ ðàçðûâà.

§ 2. Äîêàçàòåëüñòâà2.1. �àâíîìåðíàÿ àñèìïòîòèêà. Äîêàæåì òåîðåìó 1. Äëÿ êàæäîãî p ñóùåñòâóåòïî êðàéíåé ìåðå îäíî çíà÷åíèå 1 6 k(p) 6 N ñ
∆

(p)
k(p) = x

(p)
k(p)+1 − x

(p)
k(p) 6

L

Np

.Ïðè ýòîì ìîãóò áûòü äâà ñëó÷àÿ. Ëèáî ïðè p → ∞

∆
(p)
k(p) ∼

L

Np

, 119



ëèáî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü pn, òàêàÿ ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è âñåõ pn
∆

(pn)
k(pn) 6

L

Npn

(1− ε).Äîêàæåì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Äåéñòâèòåëüíî,ñóììèðóåì óðàâíåíèÿ (4) ñ k = k(p) + 1, . . . ,m. Çäåñü m � ëþáîå èç ÷èñåë
m = k(p) + 1, . . . , N, 1, . . . , k(p)− 1(ìû òðàêòóåì èíäåêñû ïî ìîäóëþ N , ò.å. îòîæäåñòâëÿåì xk è xk+N äëÿ âñåõ öå-ëûõ k). Òîãäà
f
(
∆(p)

m

)
= f

(
∆

(p)
k(p)

)
+ F

(
x
(p)
k(p)+1

)
+ . . .+ F

(
x(p)
m

)
,è çíà÷èò, äëÿ íåêîòîðîãî C = sup |F (x)| > 0

f
(
∆(p)

m

)
= f

(
∆

(p)
k(p)

)
+ r(p)m , |r(p)m | 6 CNp,èëè

∆(p)
m =

((
∆

(p)
k(p)

)
−a

+ r(p)m

)
−

1

a

∼
L

Np

(
1 + r(p)m

La

Na
p

)
−

1

a

,îòêóäà è ñëåäóåò ðåçóëüòàò. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Àíà-ëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ pn è âñåõ m

∆(pn)
m 6 (1 − ε)

L

Npn

(
1 + r(pn)

m

La(1− ε)

Na
pn

)
−

1

a

6

(
1−

ε

2

) L

Npn

,îòêóäà, ñóììèðóÿ ïî m = 1, . . . , N , ïîëó÷àåì L 6

(
1−

ε

2

)
L, ÷òî íåâîçìîæíî.2.2. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ. Ñëåäóþùàÿ ëåììà (âìåñòå ñ ëåììîé 1) äàåò ñïèñîêïðåïÿòñòâèé äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè.Ë åììà 2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

• Åñëè îòíîøåíèå F2

F1
èððàöèîíàëüíî, òî íåïîäâèæíûõ êîí�èãóðàöèé íåò.

• Äëÿ �èêñèðîâàííûõ Mi, Fi, N íåïîäâèæíàÿ êîí�èãóðàöèÿ ìîæåò ñóùåñòâî-âàòü íå áîëåå ÷åì äëÿ îäíîãî ðàçáèåíèÿ ÷èñëà N = N1 + N2, ãäå Ni � ÷èñëî÷àñòèö íà îòðåçêå äëèíû Mi ñîîòâåòñòâåííî.
• Ïóñòü Mi, Fi �èêñèðîâàíû. Òîãäà íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ õîòÿáû îäíîé íåïîäâèæíîé êîí�èãóðàöèè äëÿ êàæäîãî p íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè N (p), p = 1, 2, . . . , ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðàçáèåíèÿ N

(p)
1 + N

(p)
2 = N ,òàêîãî ÷òî

M1

M2
= −

F2

F1
=

N
(p)
1

N
(p)
2

. (6)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ �èêñèðîâàííîãî N íåîáõîäèìûì óñëî-âèåì íåïîäâèæíîñòè êîí�èãóðàöèè ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå
∑

F (xi) = 0, (7)êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì óðàâíåíèé (4). Â íàøåì ñëó÷àå (7) ïåðåõîäèò âóñëîâèå
F1N1 + F2N2 = 0. (8)120



Îòñþäà ñëåäóþò äâà ïåðâûõ óòâåðæäåíèÿ ëåììû. Îòìåòèì, ÷òî âîçíèêàåò íåîáõî-äèìîå óñëîâèå àðè�ìåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà: F1 è F2 äîëæíû áûòü ñîèçìåðèìû.Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïî òåîðåìå 1 ïðè p → ∞

∣∣∣∣∣
L

Np

Np∑

i=1

F (x
(p)
i )−

Np∑

i=1

F (x
(p)
i )
(
x
(p)
i+1 − x

(p)
i

)
∣∣∣∣∣→ 0,è çíà÷èò,

L

Np

Np∑

i=1

F (x
(p)
i )

p→∞

−−−→

∫

S

F dx = F1M1 + F2M2,÷òî äàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1, òàê êàê ââèäó (7) ëåâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâåííî ðàâíàíóëþ. Êðîìå òîãî, ïîëó÷àåì ïåðâîå ðàâåíñòâî â (6), à âòîðîå ñëåäóåò èç (8). N2.3. Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à íà îòðåçêå. �àññìîòðèì ñèñòåìó èäåíòè÷íûõ êëàñ-ñè÷åñêèõ òî÷å÷íûõ ÷àñòèö íà îòðåçêå [0, L] ⊂ R

0 6 x1 < . . . < xN 6 Lñ òåì æå âçàèìîäåéñòâèåì (3), íî ñ âïîëíå íåóïðóãèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ýòîçíà÷èò, ÷òî åñëè êðàéíÿÿ ÷àñòèöà ïîäëåòàåò ê êîíöó èíòåðâàëà, îíà îñòàíàâëèâàåò-ñÿ, è ìîæåò îòîéòè îò íåãî, òîëüêî åñëè ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà ñòàíåò íàïðàâëåííîéâíóòðü îòðåçêà. Òîãäà óñëîâèåì ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:
F (0)− f(x2) 6 0, F (L) + f(L− xN−1) > 0,

f(xk − xk−1) + F (xk)− f(xk+1 − xk) = 0, k = 2, . . . , N − 1.
(9)Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåïîäâèæíûå êîí�èãóðàöèè, òàêèå ÷òî x1 = 0, xN = L.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ íåò, íî ýòî íàì íå ïîíàäîáèòñÿ.Ë åììà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíåøíÿÿ ñèëà F > 0 ïîñòîÿííà. Òîãäà äëÿ äî-ñòàòî÷íî áîëüøèõ N íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (x1, x2, . . . , xN ), òàêàÿ ÷òî x1 = 0,

xN = L, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà, ïðè÷åì ∆k = xk+1 − xk, k = 2, . . . , N − 1,àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò L, F è ∆1.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óäîáíî ââåñòè âåëè÷èíû δk ïîñðåäñòâîì
∆k = xk+1 − xk =

L

N − 1
(1 + δk).Èç (9) èìååì

f(xk+1 − xk) = f(x2) + (k − 1)F, (10)èëè
f

(
L

N − 1
(1 + δk)

)
− f

(
L

N − 1
(1 + δ1)

)
= (k − 1)F.Ïåðåïèøåì ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1 + δk)
−a − (1 + δ1)

−a = Qk = (k − 1)q, q =
( L

N − 1

)a
F, (11)èëè

1 + δk = [(1 + δ1)
−a +Qk]

−
1

a , (12)121



÷òî îïðåäåëÿåò δk êàê âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ ïî L, F , δ1 äëÿ L > 0,
F > 0, |δ1| < 1. Ìîæíî çàïèñàòü ýòî â âèäå

δk =

[
1− aδ1 +

a(a+ 1)

2
δ21 +O(δ31) +Qk

]
−

1

a

− 1 =

= δ1 − a−1Qk +
a−1(a−1 + 1)

2
Q2

k − (a−1 + 1)δ1Qk + g3(δ1, N, k), (13)ãäå
g3(δ1, N, k) = O

(
(|δ1|+Qk)

3
)è g3 ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé ïî L, F , δ1 äëÿ L > 0, F > 0,

|δ1| < 1.Ñóììèðóÿ ïî k è èñïîëüçóÿ óñëîâèå N−1∑
k=1

δk = 0, ïîëó÷èì
N−1∑

k=1

δk = 0 = (N − 1)δ1 −
(
a−1 + (a−1 + 1)δ1

)N−1∑

k=2

Qk +
a−1(a−1 + 1)

2

N−1∑

k=2

Q2
k +

+

N−1∑

k=2

g3(δ1, N, k),îòêóäà
δ1 = (N − 1)−1

(
(
a−1 + (a−1 + 1)δ1

)N−1∑

k=2

Qk −
a−1(a−1 + 1)

2

N−1∑

k=2

Q2
k

)
+G(δ1, N) =

=
(
a−1 + (a−1 + 1)δ1

)
q
(N
2

− 1
)
−

a−1(a−1 + 1)

2
q2

(N − 2)(2N − 3)

6
+G(δ1, N),

G(δ1, N) = (N − 1)−1
N−1∑

k=2

g3(δ1, N, k) = O
(
(|δ1|+QN−1)

3
)
= O

(
(|δ1|+N−a+1)3

)
.Òàê êàê ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò âèä δ1 =

∞∑
n=0

cnδ
n
1 , ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò àíà-ëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ ìàëûìè êîý��èöèåíòàìè cn, òî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõïðèáëèæåíèé (èòåðàöèåé) ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ δ1. Ïðè ýòîì

δ1 = a−1q
(N
2

− 1
)
+

a−1(a−1 + 1)

12
q2(N − 2)(N − 3) + J1(N),

J1(N) = o(N−2a+2),

(14)
δN−1 = δ1 − a−1QN−1 +

a−1(a−1 + 1)

2
Q2

N−1 − (a−1 + 1)δ1QN−1 +

+ g3(δ1, N,N − 1) = −a−1q
(N
2

− 1
)
+

a−1(a−1 + 1)

12
q2(N − 2)(N − 3) +

+ JN−1(N), JN−1(N) = o(N−2a+2). N

(15)2.4. Ïîñòðîåíèå íåïîäâèæíûõ êîí�èãóðàöèé. Çàìåòèì, ÷òî åñëèX = (x1, . . . , xN )� íåïîäâèæíàÿ êîí�èãóðàöèÿ íà îêðóæíîñòè ñ çàäàííîé F (x), òî ëþáàÿ åå ïîäïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü (áåç ïðîïóñêîâ) Xkl = (xk, . . . , xl) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé êîí�è-ãóðàöèåé íà îòðåçêå [xk, xl] (ñ òîé æå ñèëîé F (x)) â ñìûñëå ï. 2.3. Äåéñòâèòåëüíî,ïðè îãðàíè÷åíèè íà îòðåçîê ìû îòáðàñûâàåì ÷àñòü ñèëû â êðàéíèõ òî÷êàõ, íàïðàâ-ëåííóþ âíóòðü îòðåçêà. Çíà÷èò, íà êîíöàõ ñèëà íàïðàâëåíà âîâíå îòðåçêà, ÷òî äàåò122



âûïîëíåíèå ïåðâûõ äâóõ íåðàâåíñòâ â (9). Íàîáîðîò, åñëè äëÿ çàäàííîé êîí�èãóðà-öèè X = (x1, . . . , xN ) íåïîäâèæíîé êîí�èãóðàöèåé (ñ òîé æå ñèëîé F (x)) íà îòðåçêåîêðóæíîñòè ìåæäó òî÷êàìè xk è xl (ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå) áóäåò Xkl = (xk, . . . , xl),à êîí�èãóðàöèÿ Xkl = (xl−1, . . . , xk+1) áóäåò íåïîäâèæíîé êîí�èãóðàöèåé íà îò-ðåçêå ìåæäó òî÷êàìè xl−1 è xk+1, òî X ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé êîí�èãóðàöèåéíà îêðóæíîñòè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ ñêëåéêîé. Â ñèììåòðè÷åñêîì ñëó÷àå,ò.å. â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2, ïðè ñêëåéêå ìû èñïîëüçóåì çåðêàëüíóþ ñèììåòðèþ.Ñèììåòðè÷åñêèé ñëó÷àé. Äîêàæåì òåîðåìó 2. Ïóñòü N ÷åòíî è x ∈ S. Ïîñòðî-èì íåïîäâèæíóþ êîí�èãóðàöèþ, ñîäåðæàùóþ x, äëÿ ñëó÷àÿ îäèíàêîâîãî ÷èñëà N

2òî÷åê íà îòðåçêàõ (0,M ] è (M,L].�àññìîòðèì íåïîäâèæíóþ êîí�èãóðàöèþ ñ N

2
+ 2 òî÷êàìè

0 = y1 < . . . < yN
2
+2 = M +míà îòðåçêå [0,M+m] (m > 0 � ìàëîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî) ñ ïîñòîÿííîé ñèëîé F > 0,êàê â ï. 2.3. Ïî ëåììå 3 îíà åäèíñòâåííà è èìååò ðàçíîñòè

∆k = yk+1 − yk =
M +m

N

2
+ 1

(1 + δk), k = 1, . . . ,
N

2
+ 1,

N
2
+1∑

k=1

∆k = M +m,âû÷èñëåííûå â ï. 2.3. Ïî ýòèì ðàçíîñòÿì ïîñòðîèì íåïîäâèæíóþ êîí�èãóðàöèþ
X = (x1, . . . , xN ) íà îêðóæíîñòè. Îïðåäåëèì èíäóêöèåé ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå äëÿíåêîòîðîãî b > 0

xN = L− b, x1 = −b+∆1, x2 = x1 +∆2, . . . ,

xN
2
+1 = xN

2

+∆N
2
+1 = −b+

N
2
+1∑

k=1

∆k = −b+M +m,è äàëåå èíäóêöèåé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè
xN = L+ x1 −∆1, xN−1 = xN −∆2, . . . , xN−k = xN−k+1 −∆k+1, . . . ,

xN
2

= xN
2
+1 −∆N

2
+1.Ìû âèäèì, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ ñîãëàñîâàíû, è èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî

xN
2
+1 − x1 = xN − xN

2

= M +m−∆1.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîåííàÿ êîí�èãóðàöèÿ áûëà êîí�èãóðàöèåé íà îêðóæíîñòèäëèíû L, íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå 2(M+m)−∆1−∆N
2
+1 = L (òàê êàê äâàîòðåçêà äëèíû M +m ïîêðûâàþò îêðóæíîñòü, íî îòðåçêè ∆1,∆N

2
+1 ó÷èòûâàþòñÿïðè ýòîì ïî äâà ðàçà), èëè

2m = ∆1 +∆N
2
+1. (16)Ýòî äàåò óðàâíåíèå äëÿ m:

2m =
M +m

N

2
+ 1

(1 + δ1) +
M +m

N

2
+ 1

(1 + δN
2
+1) =

M

N
+ h(m,N), 123



ãäå �óíêöèÿ h àíàëèòè÷íà ïî m è ñîãëàñíî ðàçëîæåíèÿì (14), (15)
h(m,N) = o

(
|m|

N
+

1

N2

)
.Ïîýòîìó ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå m = O

(
1

N

).Èç âûøåïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ∆k = ∆k(m) çàâèñÿò îò m, à
xk = xk(m, b) � îò m è b, è ïðè ýòîì, êàê ìû çíàåì èç ï. 2.3, ∆k(m) > ∆k+1(m) äëÿâñåõ k. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàäàííîãî m èíòåðâàë ∆1(m) � ìàêñèìàëüíûé èç èíòåðâà-ëîâ ∆k(m). Êðîìå òîãî,

∆k(m
′) > ∆k(m), m′ > m,

xk(m, b+ c) = xk(m, b) + c.×òîáû èç ýòîé ñêëåéêè ïîëó÷èëàñü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íà îêðóæíîñòè (ò.å. ÷òîáûâûïîíÿëèñü óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ), íàäî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû òî÷êè x1, . . . , xN
2

ëåæàëèâ èíòåðâàëå (0,M ], à îñòàëüíûå � â èíòåðâàëå (M,L]. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûìóñëîâèåì ýòîãî áóäóò íåðàâåíñòâà
x1 > 0, (17)
xN

2

= −b+M +m−∆N
2
+1 < M, (18)

xN
2
+1 = −b+M +m > M. (19)Ïåðâîå ñâîäèòñÿ ê

0 < b < ∆1(m), (20)âòîðîå è òðåòüå � ê
b < m < ∆N

2
+1(m) + b. (21)Ïîëîæèì

b(m) =
∆1(m)

2
.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå íåðàâåíñòâà (20), (21) ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ.Ïóñòü xk(m, b(m)) � áëèæàéøàÿ ê x òî÷êà íåïîäâèæíîé êîí�èãóðàöèè ñ ïàðà-ìåòðàìè m, b(m). Ïóñòü, íàïðèìåð, xk < x. Òîãäà

x− xk 6
∆k−1(m)

2
.Âûáðàâ òåïåðü b = b(m)+ x− xk, ïîëó÷èì òî÷êó x êàê k-þ òî÷êó íîâîé êîí�èãóðà-öèè: x = xk(m, b).Íåñóùåñòâîâàíèå äëÿ íå÷åòíîãî N ñëåäóåò èç òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 2.Çàìå÷àíèå. Äëÿ çàäàííûõ x è k íåïîäâèæíàÿ êîí�èãóðàöèÿ ñ x = xk åäèíñòâåí-íà, ÷òî ñëåäóåò èç ìîíîòîííîñòè �óíêöèè xk(b) ïî b. Âîïðîñ, ìîãóò ëè áûòü äëÿ äàí-íîãî x äâå íåïîäâèæíûå êîí�èãóðàöèè, òàêèå ÷òî äëÿ îäíîé èç íèõ x = xk, à äëÿäðóãîé x = xk+1, òðåáóåò áîëåå òî÷íûõ âû÷èñëåíèé è çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.Íåñèììåòðè÷åñêèé ñëó÷àé. Äîêàæåì òåîðåìó 3. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî p ñóùå-ñòâóåò íåïîäâèæíàÿ êîí�èãóðàöèÿ, äàëåå ìû îïóñêàåì èíäåêñ p. Òîãäà îíà èìååòñëåäóþùèé âèä:

0 < x1 < x2 < . . . < xN1
6 M < xN1+1 < . . . < xN 6 L,124



ò.å. òî÷êè x1, . . . , xN1+1 ëåæàò â èíòåðâàëå äåéñòâèÿ ñèëû F1 > 0, à òî÷êè xN1+1, . . .
. . . , xN � â èíòåðâàëå äåéñòâèÿ ñèëû F2 < 0. Ýòà êîí�èãóðàöèÿ îïðåäåëÿåò äâåâñïîìîãàòåëüíûå íåïîäâèæíûå êîí�èãóðàöèè íà îòðåçêàõ [0,Mi + mi], i = 1, 2, ñ
Ni + 2 òî÷êàìè

0 = yi1 < . . . < yiN1+2 = Mi +miè ñèëàìè Fi ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè ðàçíîñòÿìè
ui,k = yik+1 − yik =

Mi +mi

Ni + 1
(1 + δi,k).Ïðè ýòîì u1,k îïðåäåëÿþòñÿ ïî êîîðäèíàòàì xN , x1, . . . , xN1+1:

x1 = L− xN + u1,1, x2 = x1 + u1,2, . . . , xN1+1 = xN1
+ u1,N1+1,à u2,k � ïî òî÷êàì x1, xN , xN−1, . . . , xN1

(â îáðàòíîì ïîðÿäêå):
xN = x1 + L− u2,1, xN−1 = xN − u2,2, . . . , xN1

= xN1+1 − u2,N2+1.Äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ äîëæíû áûòü âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:
u1,1 = u2,1, u1,N1+1 = u2,N2+1, (22)à äëèíà L îïðåäåëèòñÿ ïî �îðìóëå
L = M1 +m1 +M2 +m2 − u1,1 − u1,N1+1, (23)÷òî àíàëîãè÷íî (16), òàê êàê îêðóæíîñòü äëèíû L ïîêðûâàåòñÿ äâóìÿ îòðåçêàìè,ïðè÷åì u1,1 è uN1+1 ïðè îáúåäèíåíèè äâóõ îòðåçêîâ ó÷èòûâàþòñÿ äâà ðàçà. Òàêæåäîëæíî áûòü F2N2 + F1N1 = 0. Óäîáíî îáîçíà÷èòü M̂i = Mi +mi.Òàê êàê (ïî ëåììå 2 èëè òåîðåìå 1)
M̂1

N1 + 1
∼

M̂2

N2 + 1
, (24)òî ìîæíî çàïèñàòü

M̂1 +m

N1 + 1
=

M̂2

N2 + 1
, m = o(1), (25)è èñêàòü m èç óðàâíåíèé (22), êîòîðûå äàäóò äâà óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî m:

M̂1

N1 + 1
(1 + δ1,1) =

M̂1 +m

N1 + 1
(1 + δ2,1),

M̂1

N1 + 1
(1 + δ1,N1+1) =

M̂1 +m

N1 + 1
(1 + δ2,N2+1).Ïåðåïèøåì ïîñëåäíèå â âèäå

m = M̂1(δ1,1 − δ2,1)(1 + δ2,1)
−1, (26)

m = M̂1(δ1,N1+1 − δ2,N2+1)(1 + δ2,N2+1)
−1. (27)Ïîëó÷èëè äâà óðàâíåíèÿ ñ îäíîé íåèçâåñòíîém. Ïîêàæåì, ÷òî îíè íåñîâìåñòíû ïðèìàëûõ m. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ñðàâíèì îñíîâíûå ÷ëåíû äâóõ ðÿäîâ: äëÿ δ1,1 − δ2,1 è

δ1,N1+1 − δ2,N2+1. Òî÷íåå, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (14), ïîäñ÷èòàåì ðàçíîñòü ïåðâûõäâóõ ÷ëåíîâ â ðÿäàõ äëÿ δ1,1 è δ2,1. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
|F2|N2 = F1N1, è â �îðìóëàõ äëÿ δ2,1 äîëæíû áðàòü |F2|, òàê êàê y2k ñîîòâåòñòâóþò125



îáðàòíîìó ïîðÿäêó êîîðäèíàò xi. Ïðÿìîé ïîäñ÷åò äàåò
δ1,1 − δ2,1 = R1 +R2,ãäå
R1 =

1

2
a−1F1N1

(
M̂1

N1 + 1

)a [
1−

(
1 +

m

M̂1

)a ]
=

=
1

2
a−1F1N1

(
M̂1

N1 + 1

)a [
−a

m

M̂1

+O(m2)

]
,

R2 =
a−1(a−1 + 1)

12
F1N1

(
M̂1

N1 + 1

)2a[
N1 −

(
1 +

m

M̂1

)2a
(N2 − 1)

]
=

=
a−1(a−1 + 1)

12
F1N1

(
M̂1

N1 + 1

)2a [
(N1 −N2)−

(
2a

m

M̂1

+O(m2)

)
(N2 − 1)

]
.Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (26) áóäåò èìåòü âèä

m =
[
c1N

−a+1
1 m+ c2N

−2a+2
1 + c3N

−2a+1
1 m+O(m2)N−a+1

1

]
×

×
(
1 + c4N

−a+1
1 + o(N−a+1

1 )
)
, (28)ãäå ci = ci(N) ñòðåìÿòñÿ ïðè N → ∞ ê íåíóëåâûì êîíñòàíòàì di, èç êîòîðûõ íàìïîíàäîáÿòñÿ òîëüêî

c1 = −
F1

2

N1

N1 + 1

(
M̂1

N1 + 1

)a−1

→ d1 = −
F1

2
Ma−1

1 ,

c4 = −
a−1F1

2
N1

(
M̂1

N1 + 1

)a

→ d4 = −
a−1F1

2
Ma

1 ,òàê êàê M̂1 → M1 (çàìåòèì, ÷òî c1, c4 ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî èç ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæå-íèÿ). Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (28) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå m = o(1), êîòîðîåàñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî
m ∼ d2N

−2a+2
1 . (29)Â òî æå âðåìÿ, êàê ýòî âèäíî èç ñðàâíåíèÿ ðàçëîæåíèé (14) è (15), δ1,N1+1− δ2,N2+1èìååò òàêîé æå âèä, íî ñî çíàêîì ìèíóñ ïåðåä c1 è ïåðåä c4. Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãîóðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷èì

0 = 2c1N
−a+1
1 m+ 2c4c2N

−3a+3
1 + 2c4c3N

−3a+2
1 m+O(m2)N−a+1

1 ,îòêóäà
m ∼ −

2c4c2
c1

N−2a+2
1 ∼ −

2d4d2
d1

N−2a+2
1 . (30)Ñðàâíèâàÿ (29) è (30), ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äâóõ óðàâíåíèé:

−
2d4
d1

= 2a−1M1 = 1.Íî òàê êàê M1 è M2 ñîâåðøåííî ñèììåòðè÷íû, òàêèå æå âûêëàäêè ìû ìîãëè áûïðîâåñòè, âçÿâ çà îñíîâó M2. Ïðè ýòîì â êîíöå âûêëàäîê ïîëó÷èòñÿ àíàëîãè÷íîåóñëîâèå
2a−1M2 = 1.126



Íî ýòè óñëîâèÿ íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî, òàê êàê γ 6= 1, è çíà÷èò,
M1 6= M2. Ñëó÷àé M1 = M2 áûë ðàññìîòðåí îòäåëüíî (ñì. âûøå). Ýòî äîêàçûâàåòïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 3 äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Ïîñòðî-èì äâå íåïîäâèæíûå êîí�èãóðàöèè íà îòðåçêàõ [0,M ] è [M,L], êàê â ï. 2.3. ×òîáûïîëó÷èëàñü íåïîäâèæíàÿ êîí�èãóðàöèÿ íà îêðóæíîñòè, íàäî, ÷òîáû áûëè â ðàâíî-âåñèè ÷àñòèöû â òî÷êàõ 0 è M . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîäîáðàòü çíà÷åíèå âíåøíåéñèëû â ýòèõ òî÷êàõ, òàê ÷òîáû îíà óðàâíîâåøèâàëà ðàçíîñòü ñèë îò ñîñåäíèõ ÷àñòèö.
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