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ПАМЯТИ РОЛАНДА ЛЬВОВИЧА ДОБРУШИНА 

12 ноября 1995 года после тяжелой болезни умер замечательный математик 
Роланд Львович Добру шин. 

Его математическое дарование было многогранно и плодовито. Он оставил суще
ственный след во многих областях науки - теории вероятностей, теории информа
ции, математической физике, теории сетей связи и даже в лингвистике. В этом 
небольшом очерке мы проследим за общей линией его научного творчества и опи
шем наиболее существенные из его научных достижений. 

1. Краткая биография 

Р. Л. Добрушин родился 20 июля 1929 года в Ленинграде. В шестилетнем возра
сте он потерял отца и вместе с матерью переехал в Москву. Вскоре после войны 
умерла и мать Роланда Львовича, и он воспитывался в семье своих родственников. 

Р. Л. Добрушин, еще в школе проявивший склонность и любовь к математике, 
поступил в 1947 г. на механико-математический факультет Московского универси
тета, который окончил в 1952 г. Начиная с 1-го курса, Р. Л. Добрушин участвует в 
студенческом семинаре, руководимом Е. Б. Дынкиным, где ему и была привита лю
бовь к теории вероятностей, а также тот особый стиль математического мышления, 
который присущ обычно специалистам в этой науке. В дальнейшем Р. Л. Добру
шин развил эти качества и достиг необычайной глубины в своей "вероятностной" 
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интуиции. На старших курсах Р. Л. Добрушин работал под руководством А. Н. Кол
могорова над некоторыми задачами из теории марковских процессов и по окончании 
университета был оставлен А. Н. Колмогоровым в аспирантуре. Стоит упомянуть, 
что это потребовало от А. Н. Колмогорова больших усилий и настойчивости, так 
как в эти годы (время сталинского общегосударственного антисемитизма) евреев 
практически не принимали в университет даже в качестве студентов. 

После окончания аспирантуры в 1955 г. Р. Л. Добрушин защитил кандидатскую 
диссертацию ("Локальная предельная теорема для марковских цепей") и был принят 
на работу на кафедру теории вероятностей механико-математического факультета 
МГУ, где преподавал до 1967 г. Приблизительно в это же время Р. Л. Добрушин 
начинает заниматься новой тогда областью науки - теорией информации. Итог 
раннего этапа его деятельности в этом направлении был подведен в докторской дис
сертации ("Теория информации и кодирование"), защищенной им в 1961 г. 

Следует сказать, что Р. Л. Добрушина всегда интересовала "физика" в широ
ком смысле этого понятия - как некое поле реальности, которое можно адекватно 
описать лишь языком математики (скажем, языком теории вероятностей) и которое 
наполняет сам этот язык новым содержательным смыслом. И вот, продолжая зани
маться теорией информации, Роланд Львович включается в занятия статистической 
физикой, ставшей до самого конца его жизни основной темой научного творчества. 

В 1967 г. Р. Л. Добрушин, будучи приглашен заведовать лабораторией теории 
кодирования в Институте проблем передачи информации АН СССР (ИППИ), уходит 
из университета, хотя долгие годы остается одним из руководителей семинара по 
статистической физике на механико-математическом факультете. Педагогическая 
работа Роланда Львовича продолжалась также в Физико-техническом институте, 
где он длительное время читал курсы лекций по теории информации. 

В ИППИ Р. Л. Добрушин собрал в своей лаборатории замечательный коллектив 
математиков, активно работающих в самых разных направлениях этой науки. При 
этом, сам имея вкус к разным содержательным ее приложениям, он старался ори
ентировать сотрудников своей лаборатории на занятия прикладными задачами. И 
здесь он всегда подчеркивал, что всякая задача прикладного характера должна быть 
включена в некоторый более общий научный контекст, и только тогда она может 
быть полностью прояснена. После его смерти лаборатория, возглавлявшаяся им, 
стала называться "Добрушинской математической лабораторией". В этом названии 
отразилось признание огромных математических достижений Роланда Львовича и 
его недюжинных организаторских способностей. 

Математический талант Р. Л. Добрушина неразрывно был связан с редким педа
гогическим даром. Его лекции, доклады на семинарах всегда были очень продуманы 
и содержательны и собирали большую аудиторию. У него было много учеников и 
сотрудников, с ним всегда было поучительно разговаривать на математические те
мы. 

Для всех нас - друзей, сотрудников, учеников и коллег - его смерть явилась тя
желым ударом, и к этой потере мы вряд ли сможем привыкнуть. Роланд Львович 
останется в нашей памяти обаятельно-умным, добрым и оптимистичным человеком, 
внимательным и открытым к людям, ненавидившим фальшь и "липу", с не пропа
давшим никогда чувством юмора. Ему было присуще также повышенное чувство 
гражданственности и общественной ответственности, что многократно проявлялось 
в его словах и поступках, в его прозорливых раздумьях о судьбе окружавшего его 
общества. 

Теперь мы несколько подробнее опишем конкретные научные достижения Ро
ланда Львовича, разбив это описание на три части сообразно трем периодам его 
научной карьеры: "марковский", "теоретико-информационный" и, наконец, период 
"статистической физики". 
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2. Марковские процессы 

Начальный "марковский" период научной жизни Р. Л. Добрушина, как уже было 
сказано, приходится на его студенческие и аспирантские годы. Самое удивительное, 
что бросается в глаза в его ранних работах, - абсолютная законченность и фунда
ментальность. Этот стиль - научная глубина, добросовестность, изобретательность 
и стремление к полной ясности в изучаемом предмете - отличает всю его последу
ющую научную деятельность. В эти годы ему были привиты не только любовь к 
теории вероятностей и "вероятностный" способ мышления, но и взгляд на теорию 
вероятностей как на своего рода "физику": за многочисленными ее абстрактны
ми схемами, ее тонким аналитическим аппаратом он уже тогда учится улавливать 
некую грань реальности, адекватно выражаемую языком теории вероятностей и не
отторжимую от этого языка. 

В самых первых своих работах по марковским цепям [1953, 2; 1956, 2, 3] 
Р. Л. Добрушин решил следующую задачу. Пусть 

sn = x[n) + xin) + ... + xin\ 
где случайные величины Х^ связаны при каждом п в неоднородную цепь Маркова 
(схема серий), и все X;' равномерно ограничены. Р. Л. Добрушин доказал, что 
условие 

anti1'3 —• оо, п —• оо, 

достаточно для справедливости центральной предельной теоремы для величин 5П . 
Здесь 

ап — min I 1 — sup Р^\а,А)-Р^(Ь,А) 

где Р{\а, А) - переходная мера для t-то шага n-й серии. Этот результат обобщает 
результаты многих его предшественников (Марков, Бернштейн, Линник, Сапогов). 
Далее в работах [1952, 1; 1953, 1; 1954, 1; 1956, 4] Р. Л. Добрушиным были получены 
необходимые и достаточные условия конечности числа скачков для неоднородного 
по времени марковского процесса с конечным числом состояний. В работе [1955, 2] 
рассматривалось симметрическое блуждание по однородной решетке Z1 и изучалось 
распределение для величины fin(a,b) - числа попаданий на интервал [а, Ь] С S 1 за 

г\ А*п(а,Ь) 
п шагов. Оказывается, что —\— имеет асимптотически нормальное распределе-

Vn 
/ i n (a ,6 ) - / i n (c ,d ) 

ние (при п —• оо), а разность ^71 также имеет некоторое предельное п 1/4 
распределение, если длины отрезков (a, b) и (с, d) совпадают. В небольшой рабо
те [1955, 1], в которой изучалась предельная теорема для суммы случайного числа 
независимых слагаемых, Р. Л. Добрушин применил изящный прием, сводящий эту 
задачу к сумме уже неслучайного числа слагаемых. Все эти работы лежат в ру
сле классической проблематики теории вероятностей тех времен. Но вот последняя 
работа Р. Л. Добрушина по марковским процессам [1956, 5] уже относится к новой 
теме и служит прототипом его поздних работ по стохастической эволюции бесконеч
ных систем. Рассматривается случайное марковское движение бесконечного числа 
частиц в пространстве Жп такое, что смещения £j{t)—£j(0), j = 1 , . . . , частиц за вре
мя t независимы и одинаково распределены при любых t и j . Для такого марковского 
процесса пуассоновское распределение для начального положения всех частиц, как 
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показал Дж. Дуб, является стационарным. Р. Л. Добрушин в своей работе привел 
общие условия, при которых произвольное начальное распределение для положения 
частиц сходится при t —• оо к пуассоновскому. 

3. Теория информации 

После появления в 1948 г. основополагающей работы К. Шеннона "Математиче
ская теория связи" теория информации становится весьма привлекательным полем 
деятельности для многих математиков. Чувствовалось, что результаты Шеннона 
могут быть существенно углублены и доказаны в значительно более общей ситу
ации. Это и побудило Р. Л. Добрушина и группу других талантливых молодых 
математиков заняться разработкой математических основ новой теории. Инициати
ва такой работы принадлежала А. Н. Колмогорову, и на первом этапе он направлял 
всю эту деятельность. 

Вначале основные усилия Р. Л. Добрушина были сосредоточены на выяснении 
того, при каких наиболее общих и естественных условиях относительно каналов 
и источников информации верна теорема Шеннона. Эти условия в самой общей 
форме были сформулированы Р. Л. Добрушиным [1959, 1, 2] в терминах изобретен
ного им понятия информационной устойчивости последовательности пар случайных 
величин. Он доказал, что при некоторых дополнительных условиях информацион
ная устойчивость последовательности передающих устройств, задающих канал, и 
последовательности сообщений является достаточным условием для справедливо
сти теоремы кодирования Шеннона для рассматриваемого канала. Аналогичный 
результат был получен Роландом Львовичем и применительно к источнику сообще
ний. 

Ряд последующих работ Р. Л. Добрушина был посвящен развитию самой кон
цепции, заключенной в теореме Шеннона, на случай более общих ситуаций. Ранее 
обычно предполагалось, что кодирование и декодирование основайо на полном зна
нии статистических свойств используемого канала связи (источника сообщений). 
Однако во многих реальных ситуациях такое предположение не оправдано, и есте
ственно считать, что известны лишь некоторые частичные сведения об их стати
стике, которые можно математически описать, указав, что рассматриваемый ка
нал, или источник сообщений, принадлежит некоторому классу G. Р. Л. Добрушин 
[1963, 2, 3; 1970, 3], [1975, 2 (с С. 3. Стамблером)] предложил следующий общий 
принцип, который в случае каналов без памяти выглядит так: теорема кодирова
ния остается справедливой, если пропускную способность C(G) определить форму
лой C{G) — sup inf I(X; Yg), где Yg -• сигнал на выходе канала <7, когда X - сигнал 

X 9ZG 
на его входе. Аналогичная идея применима и к источникам сообщений, и для них 
Р. Л. Добрушин также предложил подобный же принцип: в этом случае скорость 
как функцию искажения следует определить формулой R (F) = sup R ( /) , где R (/) -
скорость как функция искажения для заданного источника сообщений / Е F. Он 
указал достаточные условия применимости этих принципов. Другую более общую 
ситуацию представляли каналы с ошибками синхронизации. Р. Л. Добрушин дал 
математическое описание таких каналов, ввел их пропускную способность и доказал 
теорему Шеннона [1967, 2]. Для каналов с выпадением символов в работе, написан
ной совместно с Н. Д. Введенской [1968, 4], он предложил приближенные методы для 
вычисления их пропускной способности. 

Наряду с нахождением наиболее общих условий справедливости теоремы Шен
нона Р. Л. Добрушин очень продуктивно исследовал и другие теоретико-информа
ционные понятия и характеристики (энтропия, информация, ^-энтропия, пропускная 
способность, функция надежности) и открыл ряд важных фактов, связанных с эти
ми понятиями. В частности, он доказал, что для любых случайных величин X, У 
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и Z имеет место равенство 1((Х, У); Z) + J(X, У) = /(У; (X, Z)) + 1{Х\ Z), извест
ное как формула Добрушина [1959, 2], вывел достаточные условия для возможно
сти перехода к пределу под знаками информации и энтропии [1960, 1], предложил 
простой и эффективный метод статистического оценивания энтропии стационарной 
последовательности по наблюдениям [1958, 3]. Были также получены [1963, 4 (с 
М. С. Пинскером, А. Н. Ширяевым)] выражения для информационной дивергенции 
одного гауссовского процесса по другому, обобщающие соответствующие выражения 
для количества информации, и показано [1987, 3 (с Л. А. Бассалыго)], что разность 
между £-энтропией и энтропией высокотемпературных гиббсовских полей при до
статочно малых е вычисляется довольно просто, подобно тому, как это имеет место 
для обычных марковских источников информации. 

Р. Л. Добрушин внес также большой вклад в исследование пропускной способно
сти и £-энтропии многих специальных классов каналов и источников, представля
ющих практический интерес. В частности, в [1959, 3], [1960, 4 (с Я. И. Хургиным, 
Б. С. Цыбаковым)] были исследованы многолучевые каналы с замираниями, когда 
амплитуды и фазы передаваемого сигнала по каждому из лучей являются взаимно 
независимыми случайными процессами, которые имеют либо малые дисперсии, ли
бо являются медленно меняющимися функциями времени. Кроме того, в [1962, 4 
(с Б. С. Цыбаковым)] был исследован важный класс систем передачи информации, 
когда помимо шумов в канале действуют дополнительные шумы до кодирования со
общений и после их декодирования. Было получено [1969, 3 (с М. С. Пинскером)] 
простое доказательство результата Вольфовица о том, что пропускная способность 
канала с памятью всегда не меньше пропускной способности соответствующего ему 
канала без памяти; 

Ряд важных и глубоких результатов получен Р. Л. Добрушиным при исследова
нии асимптотики логарифма оптимальной вероятности ошибки декодирования как 
функции скорости кода и его длины для различных дискретных каналов без памяти. 
В работах [1960, 3; 1962, 2] он рассмотрел случай, когда каждая строка (столбец) 
матрицы переходных вероятностей канала является некоторой перестановкой эле
ментов первой строки (столбца) этой матрицы. Для этого случая, обобщив резуль
тат Элайеса для двоичного симметричного канала, он сумел найти не только пер
вый (линейно растущий с длиной кода) член указанной асимптотики, но и второй ее 
член при скоростях передачи, больших некоторой критической скорости (при мень
ших скоростях передачи он получил верхние и нижние границы для первого члена 
асимптотики). Для двоичных симметричных каналов со стиранием Р. Л. Добрушин 
[1962, 1] вычислил в явном виде первый член асимптотики при любом фиксирован
ном числе сообщений. Он доказал также [1963, 1], что при скоростях, больших 
критической, почти любой групповой код асимптотически оптимален при передаче 
по дискретному симметричному каналу без памяти, и что наличие обратной свя
зи в таком канале не увеличивает первый член асимптотики при тех же скоростях 
[1962, 3]. 

Р. Л. Добрушин живо интересовался проблемой сложности в различных ее аспек
тах и всячески подталкивал окружающих и к строгим формулировкам задач в этой 
области, и к конкретным исследованиям, хотя собственных его работ по этой темати
ке немного. Он был автором первой работы [1964,1] советских ученых по последова
тельному декодированию, в которой показал, что для предложенного Возенкрафтом 
и Рейффеном оригинального алгоритма последовательного декодирования среднее 
по ансамблю число операций в противоречии с их гипотезой растет экспоненциаль
но с ростом длины передачи, хотя для некоторых модификаций их алгоритма рост 
числа операций может быть степенным. Две его работы [1972, 3 (с С. И. Гельфан-
дом); 1973, 5 (с С. И. Гельфандом, М. С. Пинскером)] посвящены доказательству су
ществования "хороших" кодов (удовлетворяющих границе Варшамова - Гилберта) 
с линейной сложностью кодирования на схемах из функциональных элементов, а две 
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другие [1977, 5, 6 (с С. И. Ортюковым)] - сравнению сложности самокорректирую
щейся схемы из ненадежных элементов (все элементы схемы ошибаются независимо 
друг от друга с малой вероятностью) и сложности схемы из надежных элементов, 
реализующей ту же функцию. Было показано, что отношение этих сложностей для 
любой функции растет не быстрее логарифма сложности схемы из надежных эле
ментов и не может быть сделано меньшим для некоторых функций. 

Р. Л. Добрушин много времени уделял широкой пропаганде идей теории ин
формации - долгое время он был редактором раздела теории информации в ре
феративном журнале, им написано большинство словарных статей на эту тему в 
пятитомной математической энциклопедии и опубликовано несколько прекрасных и 
широко известных обзоров по теории информации [1961, 2; 1966, 2; 1972, 4]. Долгое 
время Роланд Львович был душой и руководителем семинара по теории информа
ции в ИППИ РАН, заместителем главного редактора журнала "Проблемы передачи 
информации". 

4. Статистическая физика 

В начале 60-х годов, продолжая заниматься задачами теории информации, 
Р. Л. Добрушин стал ощущать уже некоторую исчерпанность этой области и, более 
того, исчерпанность классической тематики теории вероятностей того времени. Во 
многих беседах он высказывал эту мысль и говорил о том, что охотно занялся бы 
какой-нибудь темой в вероятностном духе, происходящей из физики. Р. А. Мин-
лос, с которым Роланд Львович, в частности, вел подобные разговоры и который 
в то время начал изучать статистическую физику, рассказал Р. Л. Добрушину не
которые факты и задачи из этой области. Чрезвычайно заинтересовавшись всем 
этим, Р. Л. Добрушин предложил Р. А. Минлосу вести совместный семинар по изу
чению основ статистической физики. Этот семинар открылся осенью 1962 г. на 
механико-математическом факультете МГУ и просуществовал почти 32 года (до 
весны 1994 г.). Начавшись как небольшой учебный семинар, он через несколько лет 
завоевал мировую известность, и на нем были расставлены, быть может, основные 
вехи в построении современной математической статистической физики. На этом се
минаре выросло, по крайней мере, два поколения математиков, активно работающих 
в настоящее время в математической физике. Немного погодя к Р. Л. Добрушину 
и Р. А. Минлосу присоединился Я. Г. Синай, вскоре ставший, наравне с Роландом 
Львовичем, душой и вдохновителем семинара до самого конца его работы. Несколь
ко лет в число руководителей семинара входили Ф. А. Березин и А. С. Шварц. Во 
второй половине 70-х годов одним из руководителей семинара становится также и 
В. А. Малышев, пришедший к изучению статистической физики независимо и зна
чительно обогативший тематику семинара. Первые два-три года работы семинара 
ушли на изучение и осознание основных фактов статистической физики: ансам
блей Гиббса, термодинамического предела, термодинамических функций, теоремы 
Ван Хова, теоремы Ли и Янга, корреляционных функций и корреляционных уравне
ний, понятий фазового перехода и т.д. Приступая к описанию наиболее интересных 
работ Р. Л. Добрушина по математической физике, в основном связанных с этим 
семинаром, мы ради удобства расположили их по тематическим рубрикам. Конеч
но, следует помнить, что такое деление во многом условно, поскольку в некоторых 
работах совмещаются разные темы. 

4.1. Фазовые переходы. Фазовые переходы являются одними из самых порази
тельных явлений в статистической физике, и их обнаружение, описание и класси
фикация составляют ее центральную проблему. В общем случае математическая 
трактовка этой проблемы очень трудна, и развитая к настоящему времени теория 
охватывает лишь некоторый класс моделей. Первые строгие математические рабо
ты по теории фазовых переходов появились в середине 60-х годов, и одна из них при
надлежит Р. Л. Добрушину [1965, 1,2]. Эта глубокая работа, ставшая впоследствии 
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широко известной, посвящена доказательству существования фазового перехода 1-го 
рода в двумерной и трехмерной ферромагнитных моделях Изинга при низких тем
пературах и нулевом магнитном поле. Этот результат был выведен Р. Л. Добруши-
ным в рамках малого канонического ансамбля Гиббса, и из-за этого все построение 
оказалось крайне громоздким. Несколько раньше появилась работа Р. Гриффитса, 
которая стала известна Р. Л. Добрушину уже после опубликования его собственной 
статьи, где тот же результат был получен с использованием формализма большого 
канонического ансамбля. В силу этого, доказательство Гриффитса оказалось зна
чительно проще добрушинского, и, что самое главное, в нем явно возрождались 
старые "контурные" идеи Пайерлса. Благодаря этому дальнейшие исследования 
фазовых переходов в решетчатых системах были направлены по правильному "кон
турному" пути. Роланд Львович в последующем сам признавал, что допущенный им 
методический просчет - использование малого ансамбля вместо большого - открыл 
ему преимущества большого канонического ансамбля и научил его работать с ним. 
Вскоре после работы Гриффитса появилось несколько работ с обобщением его ре
зультата на случай дальнодействующих (финитных) взаимодействий, в частности, 
результат Р. Л. Добрушина [1966, 1] о существовании фазового перехода в систе
мах со смешанным антиферромагнитным и ферромагнитным взаимодействием, в 
котором, однако, преобладает последнее. В случае же чистого антиферромагнетика 
Изинга две различные фазы существуют при низких температурах в целом диапа
зоне значений магнитного поля. Этот результат содержится в работе [1968, 3]. 

В дальнейшем Р. Л. Добрушин не раз обращался к проблеме фазовых переходов. 
Укажем, во-первых, работу [1974, 3 (с В. М. Герциком)], в которой установлено на
личие фазовых переходов для некоторого класса решетчатых систем (с конечным 
множеством значений спина) с взаимодействием спинов, удаленных не более чем на 
два шага решетки. Существенным для этих систем является наличие в них неко
торых симметрии, "нарушаемых" при фазовых переходах: имеется несколько гибб-
совских распределений ("фаз"), каждое из которых уже лишено части симметрии. В 
этой работе было введено важное понятие "основного состояния" системы (т.е. бес
конечной конфигурации спинов на решетке с "наименьшей энергией"), а также явно 
сформулировано так называемое "условие Пайерлса". В упомянутой работе предпо
лагалось, что у системы имеется конечное число основных состояний, транзитивно 
переводимых друг в друга действием группы симметрии. Тогда при низких тем
пературах каждое основное состояние порождает гиббсовское распределение. Эти 
понятия и концепции оказались ключевыми в более общей теории фазовых переходов, 
построенной несколькими годами позже С. А. Пироговым и Я. Г, Синаем. Другой 
важный результат Р. Л. Добрушина [1972, 2; 1973,1] - открытие им специального ви
да неоднородных фаз (это явление в англоязычной математической литературе обо
значается словом "roughening" (огрубление, отвердение)). Такие фазы проявляются, 
в частности, в трехмерной ферромагнитной модели Изинга при низких температурах 
и нулевом магнитном поле и состоят из двух однородных (+)- и (—)-фаз, сосуще
ствующих в пространстве так, что каждая из них заполняет свое полупространство, 
а граница между фазами представляет собой "флуктуирующую" плоскость. В слу
чае антиферромагнитного взаимодействия также возникает "roughening", но уже в 
целом диапазоне значений магнитного поля. Существует гипотеза, что при повыше
нии температуры Т поверхность раздела между однородными частями фазы "флук
туирует" все больше и больше и, наконец, при некотором значении TroUgh < ^крит 
"разбалтывается" настолько, что "roughening" исчезает (здесь Ткрит - критическое 
значение температуры, при котором вообще исчезают обе однородные фазы (+) и 
(—), и выше которого система однофазна). В работах [1981, 2 (с С. Б. Шлосманом)] и 
[1986, 1 (с М. Заградником)] было доказано (разными способами) существование фа
зового перехода для взаимодействия с одним глобальным и одним локальным мини-
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мумами (достаточно большой "ширины"). Это многих поразило, так как считалось, 
что для взаимодействий с единственным глобальным минимумом фазовый переход 
не возникает. Попутно в работе с М. Заградником была разработана модифика
ция теории Пирогова - Синая применительно к системам с непрерывным спином. 
Наконец, следует упомянуть работу [1975, 1 (с С. Б. Шлосманом)], в которой дока
зывается, что в двумерных решетчатых системах с непрерывным спином фазовых 
переходов нет. 

4.2. Гиббсовские случайные поля (ДЛР-определение и все об этом). К концу 60-х 
годов после работ Д. Рюэля, Р. А. Минлоса, а также Р. А. Минлоса и Я. Г. Си
ная стала ясна природа того предельного объекта, который описывает статфизи-
ческую систему после совершения термодинамического предельного перехода: это 
пространство Q бесконечных конфигураций системы с некоторым распределением 
вероятностей на Q, являющимся в некотором смысле "предельным" для конечных 
гиббсовских распределений. При этом в некоторых случаях такое предельное распре
деление единственно, а в других случаях возникает несколько таких распределений 
(фаз). Появляется вопрос - каково внутреннее свойство этих распределений, свя
зывающее их с потенциалом взаимодействия системы? Отвечая на этот вопрос, 
Р. Л. Добрушин, а также независимо от него О. Ланфорд и Д. Рюэль, пришли к 
общему определению бесконечного гиббсовского поля (это определение обозначается 
с тех пор аббревиатурой ДЛР). Согласно этому определению гиббсовское поле на Q 
обладает тем свойством, что для любого конечного подмножества А решетки (или 
пространства) и любой фиксированной конфигурации W спинов вне этого подмно
жества условное распределение вероятностей для конфигураций спинов внутри А 
задается известной гиббсовской формулой, в которой энергия конфигурации спинов 
а в А включает энергию взаимодействия <т с W. 

Р. Л. Добрушин в большом цикле работ [1968, 1, 2, 3; 1969, 1; 1970, 1, 2] ис
следовал это понятие и многие его аспекты (существование гиббсовских полей при 
заданном потенциале взаимодействия, критерии единственности такого поля, свой
ства убывания его корреляций, аналитическую зависимость от параметров и т.д.). 
Наиболее трудная и глубокая тема в этих исследованиях, занимавшая Р. Л. Добру-
шина многие годы, - нахождение критериев единственности гиббсовских полей на 
дискретном множестве (скажем, на решетке Zv) для заданного взаимодействия. В 
ранней работе [1969, 1] он привел наиболее простой из таких критериев, состоящий 
в следующем. Рассмотрим условное распределение поля в некоторой точке х Е 7LV 

при условии, что поле вне этой точки фиксировано. Это распределение зависит, 
конечно, от значений окружающего точку х поля. Вводится некоторая характери
стика сх(у), х ф у, измеряющая степень такой зависимости: сх(у) - максимальное 
изменение распределения в х при всевозможных изменениях внешнего поля только 
в точке у. Тогда, если 

sup У%(у) < 1, 
х у 

то гиббсовское поле единственно. Указанное условие хорошо известно, и определя
емая им область взаимодействий называется "областью единственности по Добру-
шину". Описанное условие легко проверяемо, и в этом его большое достоинство. 
Конечно, оно не исчерпывает всех случаев отсутствия фазовых переходов (т.е. един
ственности гиббсовского поля). В связи с этим в работе [1985,1 (с С. Б. Шлосманом)] 
была введена целая серия аналогичных условий, в которых точка ж Е ^ заменяется 
каким-либо фиксированным (с точностью до сдвигов вдоль решетки Z") конечным 
множеством V. Каждое такое условие влечет единственность гиббсовского поля, а 
все они в совокупности (при всевозможных V) в некотором смысле исчерпывают все 
случаи единственности поля. Эти условия также достаточно конструктивны. Так, 
например, в работе [1985, 3], написанной совместно с С. Б. Шлосманом и И. Кола-
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фой, было установлено некоторое нетривиальное свойство критической кривой для 
двумерного антиферромагнетика Изинга с помощью явной компьютерной проверки 
одного из указанных условий (для случая, когда V С 1? является прямоугольни
ком 3 x 4 ) . Вопросам единственности гиббсовских полей посвящена также работа 
Р. Л. Добрушина и Е. А. Печерского [1981, 1]. В ней, в частности, содержится 
красивый результат о том, что для короткодействующих потенциалов корреляции 
соответствующего гиббсовского поля убывают либо экспоненциально (относительно 
расстояния между точками), либо степенным образом (~ r~d при каком-то d > 0), 
а промежуточных режимов не бывает. Эта работа имела громкий резонанс. Про
думывание ее результатов вдохновило исследования Б. Саймона, в которых было 
найдено так называемое неравенство Саймона - сильный технический инструмент 
в современных работах. 

Многими авторами было подмечено, что в тех случаях, в которых удается уста
новить единственность гиббсовского поля, оно обладает еще целым рядом "хороших" 
свойств: у него быстро убывают корреляции, его характеристики аналитически за
висят от потенциала и т.д. В работе [1985, 2] Р. Л. Добрушин и С. Б. Шлосман 
облекли это наблюдение в небольшую изящную теорию с помощью введенного ими 
понятия "вполне аналитического гиббсовского поля". Это понятие было сформу
лировано авторами двенадцатью эквивалентными способами (в работах их после
дователей число формулировок увеличилось до двадцати), каждый из которых под
черкивает одно из свойств полей этого класса (которое, таким образом, влечет за 
собой и остальные свойства). Класс "вполне аналитических полей" сейчас стал 
очень популярным, и вся эта теория используется многими авторами. 

Следует особо отметить работы Р. Л. Добрушина [1973, 2; 1974, 1, 2] по одномер
ным системам, для которых он в широких предположениях доказал единственность 
гиббсовских полей и аналитическую зависимость их характеристик от потенциала. 
Индуктивный метод доказательства, примененный Р. Л. Добрушиным в этих ра
ботах, довольно труден. В свое время при попытках разобрать это доказательство 
М. Кассандро и Е. Оливьери придумали, другой альтернативный метод изучения 
одномерных систем, ставший ныне также широко распространенным. 

В заключение отметим работу Р. Л. Добрушина и Л. А. Бассалыго [1986, 2], 
где очень элементарно и в широких предположениях была доказана единственность 
гиббсовского поля со случайным потенциалом. Этот результат значительно обоб
щил прежний результат И. Фрелиха и И. Имбри, где предполагалось, что взаимо
действие принимает большие значения лишь с малыми вероятностями. 

4.3. Марковские процессы с локальным взаимодействием. В конце 60-х начале 
70-х годов Р. Л. Добрушин под влиянием работ группы И. И. Пятецкого-Шапиро 
в Московском университете (О. Н. Ставская, Н. Б. Васильев, Л. Н. Вассерштейн, 
А. Л. Тоом, А. М. Леонтович и др.)» в которых изучались некоторые модели био
логического роста, ввел общее понятие марковского процесса с локальным взаимо
действием [1969, 2 (с Н. Б. Васильевым, И. И. Пятецким-Шапиро); 1971, 1, 2]. Это 
процесс с бесконечным числом компонент, помеченных вершинами некоторого графа 
G (например, решетки Z"), такой, что условная вероятность изменения компоненты 
в вершине t E G зависит от значений компонент только в соседних вершинах гра
фа (более общо - в вершинах из некоторой конечной окрестности t). Кроме того, 
что Р. Л. Добрушин заложил основы теории таких процессов, он применил их к 
гиббсовским полям, построив для каждого потенциала взаимодействия марковскую 
полугруппу, для которой все гиббсовские поля на графе G служат его стационар
ными распределениями. К настоящему времени теория таких процессов обросла 
значительной литературой и превратилась в самостоятельную науку, обильную ре
зультатами, методами и приложениями. 

4.4. Гауссовские и автомодельные поля и вокруг них. В начале 70-х годов, когда 
возникла новая плодотворная струя в математической физике, связанная с так назы-
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ваемым "марковским подходом" к построению моделей квантового поля, Р. Л. Добру-
шин не остался глух к этим идеям, которые он сразу ассоциировал с ДЛР-подходом 
к обобщенным случайным полям. Вместе с Р. А. Минлосом он опубликовал заметку 
[1973, 3], где были анонсированы результаты о существовании квантовых полей, со
ответствующих так называемым P(<f2) моделям квантового поля, а также их неедин
ственности при некоторых значениях параметров. Эта программа, к сожалению, 
самими авторами не была выполнена, и ее основные пункты позднее были доказаны 
в работах западных ученых (Дж. Глимм, А. Джаффе, Т. Спенсер, И. Имбри). Одна
ко на подступах к выполнению этой программы Р. Л. Добрушиным и Р. А. Минло
сом была проделана определенная предварительная работа, проясняющая структуру 
обобщенных гауссовских полей, а также некоторых связанных с ними конструкций и 
понятий [1976,1; 1977, 4; 1978, 4]. В дальнейших работах, написанных в соавторстве 
с П. Майером [1979, 2], Д. Сургайлисом [1979, 5] и М. Я. Кельбертом [1983, 2, 3], 
Р. Л. Добрушин не раз использовал усвоенную им таким образом технику и кон
струкции. Наконец, с помощью так называемых полиномов Вика от гауссовского 
автомодельного поля в работе [1979, 1] Р. Л. Добрушиным были построены новые 
классы автомодельных полей. В работе [1980, 1] Роланд Львович рассмотрел гаус-
совские поля на решетке с общей гиббсовской (ДЛР) точки зрения и ввел довольно 
общие критерии единственности таких полей. 

С этой же тематикой перекликаются работы Р. Л. Добрушина по так называ
емым автомодельным полям (трансляционно-инвариантным случайным полям на 
пространстве Ж" (или на решетке Z"), мультипликативно преобразующимся при 
растяжении пространства Жи). Понятие автомодельных полей связано с методом 
ренормализационной группы, интерес к которой особенно усилился после появления 
в начале 70-х годов общей программы Вильсона по исследованию критических точек. 
В работе [1978, 1] Роланд Львович дал общее определение случайного (обобщенно
го) автомодельного поля на непрерывном пространстве и связанной с этим полем 
ренорм-группы. В работе [1981, 3] он вместе с П. Майером исследовал некоторые 
асимптотические свойства таких полей. Ряд конкретных классов автомодельных 
полей был им построен в уже упомянутой работе [1979, 1]. 

4.5. Конструкция Вульфа и теория больших уклонений в двухфазной области. 
Несколько последних лет своей жизни Р. Л. Добрушин вместе с сотрудниками за
нимался подробным изучением структуры конфигураций в модели Изинга, типич
ных относительно малого ансамбля Гиббса при низких температурах. Результа
том этих занятий явилась монография [1992, 1], написанная Р. Л. Добрушиным, 
Р. Котецким и С. Б. Шлосманом. Структура типичных конфигураций для чистой 
(скажем, (Н-)-фазы) была исследована еще давно в работах Р. А. Минлоса и Я. Г. Си
ная. А именно, для распределения Гиббса с (+)-граничными условиями в квадрате 
N х N С Z2 с вероятностью, близкой к единице (при N достаточно большом), плот
ность отрицательных "спинов" в каждой конфигурации близка к некоторому зна
чению Р-(Т) < 1/2, а сами эти спины собираются в редко расположенные "микро
капельки", размер которых не превосходит 0(\nN). Спрашивается, каков будет 
вид конфигурации, типичной относительно условного распределения в (+)-фазе, при 
условии, что плотность р отрицательных спинов фиксирована, причем р-(Т)<р < 
< 1/2. Как было показано в упомянутых работах Р. А. Минлоса и Я. Г. Синая, с веро
ятностью, близкой к единице, каждая конфигурация содержит единственную макро
каплю Г (размера ~ JV), состоящую из (—)-фазы и "плавающую" внутри (+)-фазы 
(площадь |Г| этой "капли" однозначно определяется значением р так, что суммарное 
число отрицательных спинов в обеих частях - в "капле" и вне ее - равно N2p). 
Р. Л. Добрушин с сотрудниками детально исследовали типичную форму этой "кап
ли". Оказалось, что "капля" близка к овалу W • iV, где W - некоторая плоская кри
вая, описываемая как решение определенной вариационной геометрической задачи. 
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Эта кривая называется кривой Вульфа (в честь казанского профессора Г. В. Вульфа, 
впервые построившего ее в давней работе 1900 г.). Г. В. Вульф занимался той же за
дачей, только применительно к фазам в непрерывном веществе, и исходил, конечно, 
из чисто феноменологических представлений. Самым удивительным в результате 
Добру шина, Котецкого и Шлосмана оказалось то, что эта феноменологическая тон
кая конструкция может быть строго обоснована (хотя бы в рамках модели Изинга) 
с помощью исследования явлений микроуровня. 

Дальнейшее развитие все эти идеи получили в работе [1994, 4 (с С. Б. Шлосма-
ном)]. В этой работе изучалась картина типичных конфигураций для d-мерной мо
дели Изинга, когда р лишь немного отклоняется от р_(Т). При этом в диапазоне 
значений р: р_(Т) < р < р.{Т) + О (v£*" 1 ) / d) (VN С Г - куб со стороной N) 
большой капли еще нет, но когда р переходит через этот порог, появляется одна 
большая капля размера 0(Na), a > 0. Эти результаты тесно связаны с вероятно
стями больших уклонений для намагниченности (т.е. суммарного спина системы) в 
каждой из фаз. В случае, когда намагниченность М в (+)-фазе больше средней на
магниченности (а это происходит из-за уменьшения числа отрицательных спинов), 
то, поскольку все определяется "почти независимыми" "микрокапельками" ~ In JV, 
вероятности больших уклонений М ведут себя "классически". При значениях на
магниченности, меньших среднего значения, вид вероятностей больших уклонений 
из-за появления "капли" уже отличается от классических выражений. 

В ряде последующих работ, написанных с О. О. Гринивым [1994, 1, 5; 1995, 1], 
изучались вероятности больших уклонений для формы границы капли в двумерной 
модели Изинга, а также в так называемой SOS-модели. 

4.6. Эволюция больших систем и гидродинамические уравнения. Параллельно 
занятиям равновесной статистической физикой Р. Л. Добру шин с конца 70-х годов 
начинает интересоваться проблемой описания эволюционных процессов в больших 
(бесконечных) системах. Начальный толчок этим занятиям дала, по-видимому, ра
бота О. Ланфорда, в которой была построена динамика бесконечного одномерного 
газа (решение бесконечной системы уравнений Ньютона), а также излагались не
которые соображения, приведшие затем к ключевому понятию гидродинамического 
предела. 

В работах [1977, 2, 3 (с И. Фритцем)] выводится теорема о существовании беско
нечной динамики для одномерного (а также двумерного) газа, значительно обобща
ющая результаты Ланфорда (а также ряда других работ, относящихся к этой теме). 
Несколько лет Р. Л. Добру шин занимался обоснованием уравнения Больцмана, но, 
к сожалению, ничего не опубликовал по этой теме (видимо, из-за высокой требова
тельности к уровню своих результатов). Имеется его работа [1979, 3], касающаяся 
уравнения Власова, где, в частности, точно описывается та предельная ситуация, 
при которой это уравнение справедливо. 

Значительное время Р. Л. Добру шин занимался выводом гидродинамических 
уравнений и выработкой общей идеологии таких уравнений, в частности, поня
тия локально-равновесных состояний и гидродинамического предела. Эта идео
логия состоит в следующем. Рассматривается динамика (эволюция) какой-нибудь 
большой системы, состоящей из микроэлементов (газ из молекул), и предполагает
ся, что начальное состояние является локально-равновесным. Это означает, грубо 
говоря, что в каждой области пространства размера е"1 (е - малый параметр), 
т.е. большой по сравнению с размерами микрочастиц, распределение вероятно
стей для той части системы, которая попала в эту область, является равновесным 
со своими для каждой такой области значениями параметров равновесия (напри
мер, температурой Т, давлением Р , плотностью частиц р). С другой стороны, 
рассматриваемые области - большие по отношению к размерам микрочастиц - с 
макроскопической точки зрения малы: их можно считать почти точками. Таким 
образом, в макропространстве возникают функции То (ж), PQ(X), po(x) - значения 
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термодинамических параметров в каждой точке. Предполагается, что при эволю
ции микросистемы в течение времени t ~ 1/е (или ~ 1/£2), т.е. очень длительного 
в масштабах продолжительности микропроцессов, начальное локально-равновесное 
состояние переходит снова в локально-равновесное состояние, описываемое уже дру
гими функциями (Тт(ж), Prix), рт(х))} где т = et (или еН) - макровремя (из
меряемое в масштабе длительности макропроцессов). Редуцированную эволюцию 
(То(-), Ро(*)> Ро(-)) -* (Тт(•), Рг(-)> Рт(ш)) и следует называть гидродинамическим опи
санием, а дифференциальные уравнения, задающие эту эволюцию, - гидродинамиче
скими уравнениями. Вывод гидродинамических уравнений для каждой конкретной 
микродинамики вместе с обоснованием лежащего в основе этого вывода предельного 
перехода е —• О (гидродинамический предел) составляет в последнее время содержа
ние большого числа работ по математической гидродинамике. 

Р. Л. Добрушин вместе с сотрудниками детально провел эти построения для не
скольких специальных примеров: гидродинамики идеального газа [1980, 3 (с К. Бол-
дригини, Ю. М. Суховым)], гидродинамики системы независимо движущихся ча
стиц [1982, 2 (с Р. Зигмундом-Шульце)], гидродинамики твердых стержней [1983, 1 
(с К. Болдригини, Ю. М. Суховым)], гидродинамики одномерных осцилляторов на 
решетке [1986, 3; 1988, 5 (с А. Пеллегринотти, Ю. М. Суховым, Л. Триоло)], [1990, 2 
(с А. Пеллегринотти, Ю. М. Суховым)]. Кроме того, в работе [1991, 1 (с Ф. Соколов
ским)] изучены гидродинамические уравнения высших порядков для случая системы 
частиц, блуждающих независимо. Последний год своей жизни Р. Л. Добрушин за
нимался выводом известной в гидродинамике (на эвристическим уровне) формулы 
Кубо и готовил эту работу к публикации. 

4.7. Теория сетей связи. Р. Л. Добрушин давно обратил внимание на то, что 
методы и подходы, выработанные в последние десятилетия в статистической физике, 
приложимы к гораздо большему кругу систем - к системам, состоящим из большого 
числа "локально-взаимодействующих" компонент (это означает, иначе говоря, что 
взаимодействуют лишь "ближайшие" в некотором смысле компоненты). Им был 
пущен в обиход довольно емкий термин "многокомпонентные случайные системы" 
(включенный со временем даже в название его лаборатории). 

В частности, коммуникационные сети, образованные большим числом обслужи
вающих устройств, которые обрабатывают случайные потоки сообщений, предста
вляют собой некоторый специальный класс многокомпонентных случайных систем. 
Р. Л. Добрушин уже в 70-е годы стал размышлять над проблемами теории этих 
сетей и вдохновлял своих учеников и сотрудников на их изучение именно с общей 
"многокомпонентной" точки зрения. И, быть может, главная заслуга Р. Л. Добру-
шина в этой области состоит не только в его личных конкретных достижениях, а 
именно в общем концептуальном подходе к ней: его идеи, гипотезы, понимание ситу
ации в целом, постановки тех или иных задач и технические рецепты их решения -
все это оказалось чрезвычайно важным для многих исследователей, занимавшихся 
сетями связи. 

С тем, чтобы лучше пояснить появляющиеся здесь проблемы, кратко опишем 
одну из наиболее изученных моделей сетей связи, с исследования которой начинал и 
Р. Л. Добрушин - модель Джексона. Система, описываемая этой моделью, состоит из 
нескольких обслуживающих устройств 5,- , . . . , 5* (называемых обычно серверами), 
к каждому из которых подходит в порядке очереди заявка как извне системы, так и 
от других серверов. Сервер 5,- обрабатывает попавшее в него сообщение в течение 
некоторого случайного времени, а затем отправляет его либо к другому серверу Sk 
(к ф i) с вероятностью Р,*, либо выводит из системы (с вероятностью 1 — J^ Р%к)-

Предполагается, что заявки, поступающие снаружи к серверу, образуют случайный 
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пуассоновский поток с интенсивностью А,-, а время обработки этим сервером еди
ничной заявки распределено экспоненциально с интенсивностью /i,-. Интенсивность 
vx полного потока сообщений, попадающих на сервер 5,- (состоящего из сообщений, 
пришедших как извне, так и от других серверов), однозначно определяется пара
метрами Ai , . . . , Ajb и матрицей {Pik}- Эта модель с математической точки зрения 
может быть описана как марковский процесс со счетным пространством состояний. 
При некоторых условиях этот процесс эргодичен, т.е. у него существует (единствен
ное) стационарное состояние. Джексон показал, что условия щ < /i,-, i = l , . . . , fc, 
достаточны для эргодичности процесса. Кроме того, длины очередей сообщений к 
разным серверам независимы (относительно стационарного режима), и распределе
ние длины каждой очереди не зависит от числа серверов. 

Р. Л. Добру шин по достоинству оценил эту модель и, отталкиваясь от нее, 
сформулировал несколько проблем, относящихся уже к моделям более общего вида 
(поток заявок может быть не пуассоновским, время обслуживания распределенным 
не экспоненциально, условие Джексона щ < /i,- не выполняется и т.д.). Эти пробле
мы стимулировали затем появление многих работ. Укажем для примера две такие 
проблемы, настоятельно пропагандировавшиеся Р. Л. Добрушиным. 

1. При каких условиях длины очередей остаются независимыми (быть может, 
асимптотически - при большом числе серверов)? 

2. Какой случайный поток сообщений сохраняет свой вид (свое распределение 
вероятностей) при прохождении через сервер, у которого время обслуживания рас
пределено не экспоненциально? (Для сервера с экспоненциально распределенным 
временем обслуживания таким потоком является лишь пуассоновский поток.) 

Среди различных методов исследования, которые применяются в теории сетей 
связи, метод так называемого "жидкостного" приближения, предложенный 
Р. Л. Добрушиным, стал очень плодотворным. Этот метод состоит в том, что 
дискретный поток сообщений, поступающих в систему, приближенно заменяется не
прерывным ("струей жидкости"), а сложный марковский процесс, описывающий си
стему, заменяется своей "гидродинамикой". Другой прием, примененный Р. Л. Доб
рушиным и Ю. М. Суховым в работе [1976, 2], - так называемый "метод среднего 
поля" (при котором взаимодействие между ближайшими компонентами заменяется 
усредненным взаимодействием "всех со всеми"). В упомянутой работе с помощью 
этого приема исследовалась сформулированная выше задача об асимптотической не
зависимости длин очередей. В работе [1979, 6 (с В. В. Преловым)] изучался вопрос 
о единственности стационарного режима для моделей общего вида. 

Как уже говорилось выше, у Р. Л. Добру шина в последние годы жизни возник 
интерес к теории вероятностей больших уклонений и ее применению к конкретным 
задачам. Так появилась работа [1994, 2 (с Е. А. Печерским)], касающаяся распре
деления длины очереди сообщений и, в частности, вероятностей больших уклоне
ний для этих распределений. В работе с В. М. Блиновским [1994, 6] были изучены 
вероятности больших уклонений для марковского процесса с кусочно-постоянными 
вероятностями перехода. Эта задача также возникает из теории сетей связи: упо
мянутый марковский процесс описывает распределение длины очередей в системе 
из нескольких обслуживающих приборов. 

Наконец, следует сказать о работе [1996, 1 (с Н. Д. Введенской, Ф. И. Карпе-
левичем)], в которой очень красивым методом был описан асимптотический режим 
работы системы при увеличивающемся числе серверов. Эта работа была сделана в 
последние месяцы жизни Роланда Львовича и опубликована уже после его смерти. 
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Этим мы завершаем краткий обзор научного творчества Роланда Львовича 
Добру шина. Мы не упомянули еще о многом, сделанном им. В частности, отдель
ного разбора заслуживают написанные Роландом Львовичем обзоры, общие про
блемные доклады на различных конференциях, циклы прочитанных им в различное 
время лекций и т .д . В его архиве наверняка хранятся неоконченные работы. После 
надлежащей расшифровки их, безусловно, следует издать, снабдив соответствую
щими комментариями. Мы - его друзья, сотрудники и коллеги - надеемся, что со 
временем все его научное наследство станет достоянием математического сообще
ства. 

Л. А. Бассалыго, В. А. Малышев, Р. А. Минлос, 
И. А. Овсееейч, Е. А. Печерский, М. С. Пинскер, 
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