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ТЕЗИСЫ ДОКЛАДОВ, ПРЕДСТАВЛЕННЫХ НА
МЕЖДУНАРОДНОЙ КОНФЕРЕНЦИИ
ПО СТОХАСТИЧЕСКИМ МЕТОДАМ

С 27 мая по 3 июня 2016 года в пансионате «Моряк» недалеко от живописного
места Абрау-Дюрсо (район Новороссийска) состояласьМеждународная конферен-
ция по стохастическим методам, ставшая продолжением Всероссийской школы-
коллоквиума по стохастическим методам, проводившейся в разных местах Российской
Федерации 20 раз. Организаторами нынешней конференции стали Математический
институт им. В.А.Стеклова РАН (отдел теории вероятностей и математической ста-
тистики), Московский государственный университет им. М.В.Ломоносова (кафедра
теории вероятностей) и опорный ВУЗ г. Ростова-на-Дону — Донской государствен-
ный технический университет (кафедра высшей математики). Руководил работой
конференции председатель всех ее комитетов академик РАН А.Н.Ширяев.

Комитеты конференции представляли следующие участники: организацион-
ный комитет — Павлов И.В (зам. председателя), Бурнаев Е.В.,Житлухин М.В.,
Шамраева В.В. и Шатских С.Я.; программный комитет — Яськов П.А. (зам.
председателя), ГликлихЮ.Е., Климентов С.Б., Ульянов В.В.; издательский коми-
тет — Толозова Т.Б., Яровая Е.Б. Технические вопросы на конференции решались
локальным оргкомитетом в составе: Павлов И.В. (председатель),Шамраева В.В.
(зам. председателя), Углич С.И.

В конференции кроме ученых России приняли участие представители США и
Узбекистана. Всего было сделано 11 пленарных 40-минутных докладов, 20 секцион-
ных докладов и 14 стендовых сообщений. Темы пленарных докладов: Ширяев А.Н.
(Вероятность и случайность); Яськов П.А. (О необходимых и достаточных условиях
в теореме Марченко–Пастура о спектральных распределениях случайных матриц);
Лыков А.А. (совм. с Малышевым В.А. и Меликян М.В.) (Новые применения стоха-
стических методов в физике); Яровая Е.Б. (Stochastic evolution of a particle system in a
noncompact phase space: an approach focused on branching random walks); Ульянов В.В.
(Об общем подходе, приводящем к оценкам точности приближений); Кудрявцев О.Е.
(Новые подходы к вычислению цен экзотических опционов в моделях Леви); Жи-
тлухин М.В. (Оценки для максимумов гауссовских процессов); Белопольская Я.И.
(Стохастические модели законов сохранения в физике и биологии); Гликлих Ю.Е.
(Движение частицы в калибровочном поле на языке стохастической механики); Шат-
ских С.Я. (совм. с Мелкумовой Л.Э.) (Геометрия условных квантилей многомерных
вероятностных распределений); Павлов И.В. (Стохастический анализ на деформиро-
ванных структурах: обзор результатов и основные направления исследования).

Успешной организации конференции способствовала финансовая помощь Россий-
ского фонда фундаментальных исследований (грант 16-01-20190 Г).

Следующую, 2-ю Международную конференцию по стохастическим методам на-
мечено провести в конце мая 2017 года в том же месте.

А.Н.Ширяев, И.В.Павлов, Т.Б.Толозова, В.В.Шамраева

Ниже публикуются тезисы докладов и сообщений участников конференции.
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А в е р б у х Ю. В. (Екатеринбург, Россия) Приближенные решения сто-
хастических игр с непрерывным временем.1)

В докладе, основанном на работе [1], исследуется стохастическая управляемая
система с непрерывным временем. Приближенно оптимальная стратегия в исходной
задаче строится на основе решения задачи управления для моделирующей системы.
Предполагается, что это решение известно. Динамика каждой из систем задается ге-
нератором типа Леви–Хинчина. При этом предполагается, что каждая система упра-
вляется двумя игроками, действующими с противоположными целями. Для простоты
будем считать, что цель первого (второго) игрока состоит в минимизации (максими-
зации) величины E g(X(T )).

Вводится понятие u-стабильной функции для моделирующей системы. Основ-
ной результат работы следующий: если c+ – u-стабильная функция для моделиру-
ющей системы, то верхняя функция цены в исходной игре Val+(s, y) не превосходит
c+(s, y) +R ·C

√
κ +M1

0 +M
2
0 . Здесь R – константа Липщица для функции платы g,

C определяется константами Липшица для функций динамики, κ задает «расстоя-
ние» между исходной и моделирующей системами, величины M i

0, i = 1, 2, описывают
степень «стохастичности» исходной и моделирующей систем. На основе этого утвер-
ждения может строится почти оптимальное управление в системе большого числа
частиц с конечным числом состояний аппроксимирующее оптимальное управление в
предельной детерминированной системе. Независимо этот результат получен в [2].

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Averboukh Yu. Extremal shift rule for continuous-time zero-sum Markov games.
arXiv:1412.0643.

2. Averboukh Yu. Extremal shift rule for continuous-time zero-sum Markov games. —
Dynamic Games Appl. (в печати).

А й б а т о в С. Ж., А ф а н а с ь е в а Л. Г. (Москва, Россия) Условия
субэкспоненциальности стационарного времени ожидания в одноканальной
системе обслуживания с регенерирующим входящим потоком.

Рассматривается одноканальная система обслуживания с регенерирующим вхо-
дящим потоком и произвольным временем обслуживания требования. Входящий по-
ток X(t) — суммарная работа, поступившая в систему за время (0, t]. Последова-
тельность {θn}∞n=1 (θ0 = 0) — точки регенерации X(t). Обозначим τn = θn − θn−1,
γn = X(θn) − X(θn−1). Предполагается, что E τn < ∞ и E γn < ∞. Пусть
G(y) = Prob (γn � x), G(y) = 1−G(y), GI(x) = (E γn)−1

∫ x
0
G(y) dy.

Введем процесс виртуального времени ожидания W (t) и вложенные процессы
Wn = W (θn − 0), wn = W (tn − 0), где tn — момент n-го скачка процесса X(t).
Считаем, что коэффициент загрузки системы ρ = E γn/E τn < 1, тогда у процессов
W (t), Wn, wn существуют предельные стационарные распределения Ψ(x), Φ(x), F (x)
соответственно.

Теорема 1. Пусть GI(x) субэкспоненциальная функция распределения и
Prob (γn > y + τn) ∼ G(y) при y →∞, тогда при x→∞

1− Φ(x) ∼ ρ

1− ρG
I(x). (1)

При некоторых дополнительных условиях асимптотика (1) верна для функций
Ψ(x) и F (x). Мы применили теорему 1 к классической системе Reg/G/1/∞, в которой

1) Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 15-01-07909).
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предполагается, что времена обслуживания — независимые одинаково распределен-
ные случайные величины, не зависящие от входящего потока A(t) (A(t) — количество
требований, поступивших в систему за время (0, t]).

Б е л о п о л ь с к а я Я. И. (Санкт-Петербург, Россия) Стохастические
модели законов сохранения в физике и биологии.2)

Настоящий доклад посвящен установлению связей между системами нелиней-
ных параболических уравнений, возникающих в качестве математических моделей
различных явлений в физике, химии, биологии и других областях, и теорией стоха-
стических уравнений. В докладе обсуждается вероятностная интерпретация класси-
ческих и обобщенных решений задачи Коши для систем нелинейных параболических
уравнений двух типов: 1) с диагональным вхождением членов старшего порядка (и,
в частности, для параболических возмущений гиперболических законов сохранения
и баланса); 2) для систем с недиагональным вхождением членов старшего порядка
(параболические системы с кросс-диффузией). Особое внимание при этом уделяется
задаче построения вероятностных представлений обобщенных решений задачи Коши
для систем обоих типов.

Общий подход к построению вероятностного представления (классического,
обобщенного или вязкостного) решения задачи Коши для нелинейных параболических
уравнений и систем можно разбить на три этапа. На первом этапе нужно построить
вероятностное представление интересующего нас решения задачи Коши, предполагая,
что такое решение существует, единственно и дважды дифференцируемо. На втором
этапе нужно построить замкнутую систему стохастических соотношений, включа-
ющую вероятностное представление, полученное на первом этапе, и, предполагая,
что решение этой стохастической системы, обладающее требуемыми свойствами, су-
ществует, нужно проверить,что в результате мы одновременно построили и искомое
решение задачи Коши для исходной системы параболических уравнений. Наконец, на
третьем этапе, отказавшись от каких-либо априорных предположений, нужно иссле-
довать замкнутую стохастическую систему, полученную на втором этапе, доказать
существование и единственность ее решения и проверить наличие у этого решения
требуемых свойств.

Отметим, что такой подход оказался эффективным как при построении класси-
ческих и обобщенных решений, так и при построении вязкостных решений для систем
типа 1). Для этих систем реализованы все три описанных выше этапа построения
классических [1], [2], обобщенных [3] и вязкостных [4] решений задачи Коши. Для си-
стем типа 2) реализованы лишь первые два этапа описанного выше подхода к постро-
ению обобщенного решения задачи Коши (см. работы [5]–[7]). Вопрос о реализации
этапа 3) остается открытым.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
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зилинейных уравнений помощью марковских процессов. — Изв. ВУЗов. Матем.,
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MA: Kluwer Academic Press, 1990.

3. Belopolskaya Ya., Woyczynski W. Generalized solutions of the Cauchy problem for
systems of nonlinear parabolic equations and diffusion processes. — Stoch. Dyn., 2012,
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4. Belopolskaya Ya. Probabilistic counterparts of nonlinear parabolic PDE systems. —
Modern Stoch. Appl., 2014, v. 90, p. 71–94.

2) Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 15-01-01453).
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5. Belopolskaya Ya. Markov processes associated with fully nondiagonal systems of
parabolic equations. — Markov Process. Relat. Fields, 2014, v. 20, № 3, p. 452–478.

6. Belopolskaya Ya. A stochastic model for the Lotka–Volterra system with cross-
diffusion. — J. Math. Sci., 2016, v. 214, № 4, p. 425–442

7. Белопольская Я.И. Стохастическая интерпретация квазилинейных параболиче-
ских систем с кросс-диффузией. — Теория вероятн. и ее примен., 2016, т. 61, № 2,
с. 268–299.

Б у р н а е в Е. В. (Москва, Россия), А р т е м о в А. А. (Москва, Россия) О
выделении тренда из шума с длинной памятью и обнаружении разладок
на его фоне.3)

Рассматривается задача оценивания параметра θ = (θ1, . . . , θn) коэффициента
сноса фрактального броуновского движения, который имеет вид

∑n
i=1 θiϕi(t), где

ϕi(t), i = 1, . . . , n— набор известных функций. Для θ получена оценка максимального
правдоподобия, а также байесовские оценки для нормального и равномерного апри-
орных распределений (см. [1]). На основе полученных оценок разработан алгоритм
выделения квазипериодического тренда и обнаружения разладок на его фоне. Задание
момента поднятия «тревоги» в виде τ = inf{t � 0: at � h}, где at = ψ(λ;S1t , . . . ,Sdt ),
λ — настраиваемые параметры функции агрегации ψ(·), Skt = {sks , 0 � s � t},
k = 1, . . . , d — траектории значений стандартных статистик {skt }dk=1 для обнаруже-
ния разладок, позволило существенно увеличить точность обнаружения разладок (см.
[2]). Применение разработанного алгоритма проиллюстрировано на примере решения
задачи предсказательного технического обслуживания программно-нагруженных си-
стем (см. [3]).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Артемов А.В., Бурнаев Е.В. Оптимальное оценивание сигнала, наблюдаемого
во фрактальном гауссовском шуме. — Теория вероятн. и ее примен., 2016, т. 60,
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2. Artemov A.V., Burnaev E.V. Ensembles of detectors for online detection of tran-
sient changes. — Proc. SPIE, ICMV 2015, 2015, v. 9875, p. 1Z1–1Z5, DOI
10.1117/12.2228369.

3. Artemov A.V., Burnaev E.V., Lokot A. S. Nonparametric decomposition of quasi-
periodic time series for change-point detection.rj Proc. SPIE, ICMV 2015, 2015,
v. 9875, p. 201–205, DOI 10.1117/12.2228370.

Г л и к л и х Ю. Е. (Воронеж, Россия) Об описании движения кванто-
вой частицы в классическом калибровочном поле на языке стохастической
механики.4)

Доклад посвящен развитию некоторых результатов из [1]–[7]. Стохастическая
механика Нельсона — это математическая теория, основанная на классической фи-
зике, но дающая те же предсказания, что и квантовая механика для широкого класса
задач, в которых и та, и другая теории применимы. Можно считать, что стохастиче-
ская механика является особым способом квантования, отличным от гамильтонова и
лагранжева (в терминах интегралов по траекториям) способов. Одной из главных от-
личительных черт стохастической механики является то, что в ней квантуется второй
закон Ньютона, а не уравнения Гамильтона или Лагранжа. Стохастический аналог
закона Ньютона известен как уравнение Ньютона–Нельсона.

3) Работа выполнена в ИППИ РАН при поддержке РНФ (проект 14-50-00150).
4) Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (грант № 14-21-

00066) в Воронежском государственном университете.
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Основной аппарат, используемый для описания уравнений Ньютона–Нельсона,
это так называемые производные в среднем случайных процессов, введенные Нельсо-
ном, а также квадратичная производная в среднем, введенная в [1] (см. также [2] и [3]).
Отметим, что уравнения с производными в среднем сейчас используются также и в
других физических, экономических и т.п. моделях.

К настоящему времени на языке стохастической механики исследовано большое
число задач квантовой теории, как обычной, так и релятивистской (в релятивист-
ском случае пришлось видоизменить определение производных в среднем, поскольку
классические производные оказались нековариантными относительно преобразования
Лоренца). Однако не было осуществлено описание движения квантовой частицы в ка-
либровочном поле, по-видимому, из-за того, что ранее не было известно описание клас-
сической частицы в калибровочном поле в терминах второго закона Ньютона. Такое
описание было предложено в [4] (см. также [2] и [3]), где было построено и изучено спе-
циальное уравнение второго порядка на расслоении со связностью, которое интерпре-
тировалось как второй закон Ньютона, описывающий движение классической частицы
в классическом калибровочном поле. На основе этого мы изучаем соответствующее
уравнение Ньютона–Нельсона на расслоениях со связностями. Рассматриваются два
случая: когда база расслоения — риманово многообразие и само расслоение (глав-
ное и векторное) вещественно, и когда база расслоения — пространство–время общей
теории относительности и расслоение комплексно. Последний случай интерпрети-
руется как описание движения квантовой релятивистской частицы в классическом
калибровочном поле. Для частного случая группы симметрий U(1) исследуется связь
с квантовой электродинамикой. Предварительные варианты этих результатов опу-
бликованы в [5]–[7].
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7. Гликлих Ю.Е. Об уравнении Ньютона–Нельсона на расслоениях со связно-
стями. — Фундам. прикл. матем., 2015, № 3, с. 61–81.

Г о р б а н ь С. Д. (Москва, Россия) Задача последовательной проверки
гипотез на конечном временном интервале для фрактального броуновского
движения.

Пусть наблюдаемый процесс (Xt)t≥0 таков, что Xt = θμt+σBHt , где (B
H
t )t≥0 —

фрактальное броуновское движение c показателем Хёрста H, μ �= 0, σ2 > 0, а θ —
случайная величина, независимая от BH и принимающая два значения: P(θ = 1) =
π, P(θ = 0) = (1 − π). Задача последовательной проверки гипотез заключается в
том, чтобы найти оптимальное решающее правило (τ, d), где 0 � τ � T — момент
остановки относительно естественной фильтрации процесса X, а d—FX

τ -измеримая
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случайная величина, принимающая значения 0 и 1:

(τ∗, d∗) = argmin
(τ,d)

Eπ [τ + aI(d = 0, θ = 1) + bI(d = 1, θ = 0)] .

С помощью интегрального преобразования, предложенного А.А.Муравлёвым в
[2], и замены времени удаётся свести задачу для фрактального броуновского движе-
ния к соответствующей задаче для винеровского процесса с нелинейным штрафом
за наблюдение. Показано, что последовательная проверка гипотез сводится к задаче
об оптимальной остановке и связанной с ней задаче со свободной границей. Анало-
гично [1], установлено, что множество продолжения наблюдения «резко» уменьшается
в терминальный момент времени.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Горбань С.Д. Асимптотические свойства решения задачи последовательной про-
верки гипотез на конечном временном интервале. — Успехи матем. наук, 2015,
т. 70, № 4, с. 205–206.

2. Муравлёв А.А. Методы последовательного различения гипотез о значении сноса
фрактального броуновского движения. — Успехи матем. наук, 2013, т. 68, № 3,
с. 193–194.

Г р е ч к о А. С., К у д р я в ц е в О. E. (Ростов-на-Дону, Россия) Особен-
ности построения индекса волатильности российского срочного рынка,
учитывающего возможные скачки цен.5)

В последнее время волатильность российского валютного и фондового рынков
существенно выросла, в итоге увеличилась потребность в хеджировании рисков с
помощью инструментов срочного рынка Московской биржи. Возникла потребность в
российском индексе волатильности RVI, аналоге американского индекса VIX.

Проведенный авторами анализ [1] показывает, что существующие индексы, осно-
ванные на формуле волатильности свободной от модели плохо оценивают реализован-
ную волатильность в случае российского рынка.

Данная методика работает для диффузионных процессов и процессов с редкими
скачками, но наиболее подходят процессы Леви с неограниченной вариацией, напри-
мер, известная модель CGMY. Авторами получена формула волатильности свободной
от модели для процессов Леви, которая апробирована на реальных данных россий-
ского срочного рынка. Таким образом, мы получили новую методику расчета индекса
волатильности, учитывающую скачки в динамике индекса РТС.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Гречко А.С., Кудрявцев О.Е. Исследование волатильности российского срочного
рынка. — Обозрение прикл. промышл. матем., 2015, т. 22, в. 5.

2. Carr P., Lee R., Wu L. Variance swaps on time-changed Lévy processes. — Finance
Stoch., 2012, v. 16, № 2, p. 335–355.

Г р и б к о в а Н. В. (Санкт-Петербург, Россия) Вероятности больших и
умеренных уклонений усеченных L-статистик.

Пусть X1,X2, . . .— последовательность независимых одинаково распределенных
случайных величин, Xi ∈ R, с функцией распределения F , X1:n � · · · � Xn:n — поряд-
ковые статистики, соответствующие первым n наблюдениям, F−1(u) = inf{x: F (x) �

5) Исследование выполнено при поддержке РГНФ (грант № 15-32-01390).
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u}, 0 < u < 1, Fn и F−1n — эмпирическая функция распределения и ее инверсия
соответственно. Рассмотрим (слабо) усеченное среднее

Tn =
1

n

n−mn∑
i=kn+1

Xi:n =

∫ 1−βn

αn

F−1n (u) du,

положим

μn =

∫ 1−βn

αn

F−1(u) du,

где kn,mn — целые, 0 � kn < n − mn � n, kn ∧ mn → ∞, n → ∞, αn = kn/n,
βn = mn/n. Положим ξν = F−1(ν), 0 < ν < 1, введем уинсоризованные случай-
ные величины W (n)

i = ξαn ∨ (Xi ∧ ξ1−βn). Обозначим σW,n = (D(W (n)
i ))

1/2 и будем
предполагать что lim inf σW,n > 0.

Одним из основных результатов работы является следующая теорема об уме-
ренных уклонениях для слабо усеченных сумм.

Теорема. Предположим, что E |X1|p < ∞ для некоторого p > c2 + 2 (c > 0),
предположим также, что lnn/(kn ∧ mn) → 0 и что αn ∨ βn = o((lnn)−2p/(p−2)).
Тогда

P

(√
n(Tn − μn)
σW,n

> x

)
= [1− Φ(x)](1 + o(1)),

P

(√
n(Tn − μn)
σW,n

< −x
)
= Φ(−x)(1 + o(1))

равномерно по x в диапазоне −A � x � c√lnn (A > 0).
Доказательство результатов основано на подходе, предложенном в [1].

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Gribkova N. V. Cramér type large deviations for trimmed L-statistics. — Probab.
Math. Statist., http://arxiv.org/abs/1507.02403.

Г у с а к Ю. В. (Москва, Россия) Устойчивость решения задачи оптими-
зации в одной модели страхования.

Рассматривается модель функционирования страховой компании в дискретном
времени. Предполагается, что ежегодно поступающие требования образуют после-
довательность независимых одинаково распределенных неотрицательных случайных
величин {Xn}n�1 таких, что Xn ∼ law (X), n � 1. Для обеспечения бесперебойной
работы компании производятся дополнительные вливания капитала и применяется
перестрахование эксцедента убыточности. Согласно договору перестрахования, уро-
вень собственного удержания на текущий год определяется в начале года. Дополни-
тельные вливания производятся в конце года в случае падения капитала компании
ниже фиксированного уровня a. Находятся параметры перестрахования, минимизи-
рующие ожидаемые совокупные вливания за n лет при условии, что премии стра-
хования и перестрахования рассчитывались по принципу среднего с нагрузкой безо-
пасности (см. [1]). Оценивается устойчивость минимальных ожидаемых вливаний и
оптимальных параметров модели к изменению в распределении страховых требова-
ний. А именно, если иски {Xn}n�1 имеют распределение law(Y ), отличное от law (X),
то в предположении, что величины X и Y близки в метрике Канторовича, выво-
дится оценка для supu�a |hnX (u) − hnY (u)|, где u — начальный капитал компании,
hnX (u) и hnY (u) — минимальные вливания при Xn ∼ law (X) и Xn ∼ law (Y ) соот-
ветственно. В силу того, что на практике распределение исков обычно неизвестно,
изучается устойчивость решения и ключевых характеристик модели при замене тео-
ретического распределения на эмпирическое.
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СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Bulinskaya E.V, Gusak J.V., Muromskaya A.A. Discrete-time insurance model with
capital injections and reinsurance. — Methodol. Comput. Appl. Probab., 2015, v. 17,
№ 4, p. 899–914.

Ж и т л у х и н М. В. (Москва, Россия), Б о р о в к о в К. А., М и ш у-
р а Ю. С., Н о в и к о в А. А. О максимумах гауссовских процессов и их
аппроксимациях.6)

Доклад посвящен оценкам для математического ожидания максимумов гауссов-
ских процессов и их аппроксимаций процессами с дискретным временем. А именно,
рассматриваются гауссовские процессы Xt с нулевым средним, которые удовлетво-
ряют неравенствам

C1|t− s|H1 � (E (Xt −Xs)2)1/2 � C2|t− s|H2 для всех t, s � 0 (∗)
с некоторыми константами C1, C2 > 0 и H1,H2 ∈ (0, 1). Фундаментальным примером
процесса такого типа является фрактальное броуновское движение BHt — гауссовский
процесс с параметром H ∈ (0, 1), обладающий ковариационной функцией

E (BHt B
H
s ) =

1

2
(t2H + s2H − |t− s|2H).

В приложениях важным вопросом является нахождение (или оценка) математи-
ческих ожиданий максимумов гауссовских процессов, Emaxt�1Xt; в частности, она
позволяет исследовать асимптотику функции распределения максимума. Однако в об-
щем случае для процессов со структурой (∗) найти точное значение математического
ожидания максимума не представляется возможным. Ввиду этого, в работе были
установлены некоторые оценки для данной величины, а также, имея ввиду численные
приближения, были установлены оценки для погрешности дискретной аппроксимации
с помощью величины Emax0�i�nXi/n.

Основные результаты работы состоят в доказательстве слудующих неравенств.
1. Для процесса Xt, удовлетворяющего (∗), выполнено

C1L1√
H1

� E max
0�t�1

Xt �
C2L2√
H2
,

где можно взять L1 = 1/(4πe ln 2) и L2 = (15/4)
√
(2π/ln3 2).

2. Если Xt удовлетворяет правой части неравенства (∗), то для любого n � 21/H2

E max
0�t�1

Xt −E max
0�i�n

Xi/n �
2C2
√
lnn

nH2

(
1 +

4

nH2
+
0.0074

(lnn)3/2

)
� 7C2

√
lnn

nH2
.

3. Для фрактального броуновского движения BHt и любых 0 < H1 < H2 < 1
верна оценка

E max
0�i�n

BH1i/n −E max0�i�n
BH2i/n �

√
H2 −H1
eH1

lnn.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
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6) Работа выполнена при поддержке РНФ (проект № 14-21-00162).
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З а д о р о ж н и й В. Г. (Воронеж, Россия) О стабилизации линейных си-
стем гауссовым случайным шумом.

Рассмотрим линейную систему дифференциальных уравнений dx/dt = ε(t, ω)Ax+
f(t, ω), где x ∈ Rn, ε — скалярный случайный гауссовский процесс с матема-
тическим ожиданием Mε и ковариационной функцией b(s1, s2) = M(ε(s1)ε(s2)) −
M(ε(s1))M(ε(s2)), ω — случайное событие, f(t, ω) — случайный векторный процесс.

Решение системы x(t, x0) с начальным условием x(t0, x0) = x0 называется (ср.
[1]) устойчивым в среднем, если для любого ε > 0 существует такое δ(ε) > 0, что
для любого ξ, удовлетворяющего условию ‖Mξ −Mx0‖ < δ(ε), выполняется условие
supt≥t0 ‖M(x(t, ξ)) −M(x(t, x0))‖ < ε. Если при этом ‖M(x(t, ξ)) −M(x(t, x0))‖ → 0
при t→ +∞, то решение называется асимптотически устойчивым в среднем.

Рассматриваемая линейная система является устойчивой, асимптотически
устойчивой, неустойчивой в среднем [1] тогда и только тогда, когда∥∥∥∥∥ exp

(
A

∫ t

t0

M(ε(s)) ds+
A2

2

∫ t

t0

∫ t

t0

b(s1, s2) ds1 ds2

)∥∥∥∥∥
соответственно ограничено при t ∈ [t0,∞), стремится к нулю при t→ +∞, неограни-
чено при t ∈ [t0,∞).

Отсюда получаются условия, при которых рассматриваемая система становится
асимптотически устойчивой, хотя система dx/dt = Ax неустойчива.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Хасьминский Р.З. Устойчивость систем дифференциальных уравнений при слу-
чайных возмущениях их параметров. М.: Наука, 1969, 368 с.

К л и м е н т о в С. Б. (Ростов-на-Дону, Россия) Некоторые «патологиче-
ские» решения уравнения Бельтрами.7)

В работе построен пример ограниченного в единичном круге D решения равно-
мерно эллиптического уравнения Бельтрами, почти всюду на Γ = ∂D не имеющего
некасательных предельных значений, а также пример ограниченного в D решения
такого уравнения, не равного тождественно нулю, почти всюду на Γ имеющего ну-
левые некасательные предельные значения. Эти примеры показывают, что в общем
случае для классов Харди решений уравнения Бельтрами (и более общих неканони-
ческих эллиптических систем первого порядка) обычная постановка краевых задач,
используемая для голоморфных и обобщённых аналитических функций, некорректна,
а также дают возможность построения примеров случайных (не диффузионных) про-
цессов в D, с вероятностью единица выходящих в множество нулевой линейной меры
на Γ.

К у д р я в ц е в О. Е. (Ростов-на-Дону, Россия) Новые подходы к вычи-
слению цен экзотических опционов в моделях Леви.8)

Вычисление цен экзотических опционов (барьерных, lookback и др.), включая
оценку риска ликвидности или выхода цены базового актива за фиксированный уро-
вень, опирается на поведение процессов супремума (инфимума) цены, характери-
стические функции которых в случае общих моделей Леви не имеют удобных для
численной реализации формул. Пусть Xt — процесс Леви. Рассмотрим преобра-
зование Лапласа–Карсона характеристических функций процессов супремума Xt =

7) Работа выполнена в рамках научных планов Южного федерального универси-
тета и Владикавказского научного центра РАН.

8) Исследование выполнено при поддержке РГНФ (грант № 15-32-01390).
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sup0�s�tXs и инфимума Xt = inf0�s�tXs: φ
+
q (ξ) = E [e

iξXT ] и φ−q (ξ) = E [e
iξXT ], где

T ∼ Exp q. Для широкого класса процессов Леви доказана следующая теорема [1].
Теорема 1. Существуют константы ω− < 0 и ω+ > 0 такие, что
(a) φ+q (ξ) допускает аналитическое продолжение для Im ξ > ω− и может быть

представлена в виде φ+q (ξ) = exp[iξF
+(0)− ξ2F̂+(ξ)], где

F+(x) = I(−∞,0](x)(2π)
−1
∫ +∞+iω−

−∞+iω−
eixη
ln(q + ψ(η))

η2
dη; (1)

F̂+(ξ) =

∫ +∞

−∞
e−ixξF+(x) dx. (2)

(b) φ−q (ξ) допускает аналитическое продолжение в полуплоскость Im ξ < ω+ и
может быть представлена в виде φ−q (ξ) = exp[−iξF−(0)− ξ2F̂−(ξ)], где

F−(x) = o[0,+∞)(x)(2π)
−1
∫ +∞+iω+

−∞+iω+
eixη

ln(q + ψ(η))

η2
dη, (3)

F̂−(ξ) =
∫ +∞

−∞
e−ixξ F−(x) dx. (4)

Формулы (1)–(4) могут быть эффективно численно реализованы с помощью бы-
строго преобразования Фурье.

Применяя алгоритм Гавера–Стехфеста к функции φ+q (ξ), мы получаем характе-
ристическую функцию случайной величины XT . Функцию распределения величины
XT можно выразить через интеграл Фурье, значения которого вычисляются с помо-
щью быстрого преобраазования Фурье. Обратные значения функции распределения
можно получить с помощью линейной интерполяции и использовать для построения
методов Монте-Карло, позволяющих моделировать совместное распределение макси-
мума и значения процесса Леви в фиксированный момент времени с помощью факто-
ризации Винера–Хопфа. Аналогичный результат может быть получен для процессов
инфимума.

С другой стороны, формулы (1)–(4) могут быть использованы при решении за-
дач вычисления безарбитражных цен экзотических опционов методом Винера–Хопфа
(см. [2]) для более точной аппроксимации факторов.
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Л и с о в с к и й Д. И. (Москва, Россия), Ж и т л у х и н М. В. (Москва,
Россия) Задача о разладке для броуновского моста.

В работе рассматривается задача скорейшего обнаружения изменения сноса для
процесса броуновского моста в байесовской постановке. Пусть наблюдению подлежит
случайный процесс X = (Xt)0�t�1, задаваемый СДУ

dXθt =
μI{t�θ} −Xθt
1− t dt+ dBt,

где μ > 0 — известный числовой параметр, B = (Bt)0�t�1 — стандартное броунов-
ское движение, θ — равномерно распределенная на отрезке [0, 1] случайная величина
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(ненаблюдаемый напрямую момент разладки). Рассматривается следующая функция
риска: infτ∈MEθ(I{τ<θ} + c(τ − θ)+), где константа c > 0 (плата за наблюдения), а
M — класс моментов остановки относительно фильтрации (FXθ

t )0�t�1. Усреднение
здесь производится по специальным образом построенной мере Probθ (см. [1]). Дока-
зывается, что сформулированная задача о разладке эквивалента задаче об оптималь-
ной остановке infτ∈ME1(1 − τ + c

∫ τ
0
ψs ds), где процесс ψs — статистика Ширяева–

Робертса, более точно: dψt = dt + ψt(μ/(1− t)) dBt, ψ0 = 0 для любого t ∈ [0, 1).
Инфимумы в этих задачах достигаются на одном и том же моменте остановки. Для
решения задачи оптимальной остановки применяются техники, описанные в книге [2],
в частности, используются как численные методы, так и методы Монте-Карло.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Житлухин М.В.,Ширяев А.Н. Байесовские задачи о разладке на фильтрованных
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2. Peskir G., Shiryaev A. Optimal stopping and free-boundary problems. Basel:
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Л ы к о в А. А., М а л ы ш е в В. А., М е л и к я н М. В. (Москва, Рос-
сия) Новые применения стохастических методов в физике.

Вторая половина прошлого века характеризовалась фантастическим развитием
вероятностных методов в равновесной статистической физике. В докладе говорится о
новых строгих математических результатах в неравновесной статистической физике.

1. Рассматривается гамильтонова система N частиц с квадратичным взаимо-
действием, определяемым положительно определенной матрицей V . Это самая плохая
система в смысле сходимости к равновесию ввиду существования инвариантных то-
ров. Тем не менее доказывается [2], что если хотя бы на одну из частиц действует
внешняя случайная стационарная сила f(t) с диссипацией, то для почти всех V имеет
место следующая теорема сходимости: для любых начальных условий имеет место
сходимость к единственной инвариантной мере μ. При этом μ будет мерой Гиббса
для данной системы N частиц, только если стационарный процесс f(t) не имеет па-
мяти, то есть является белым шумом. Температура при этом зависит от дисперсии
белого шума и параметра диссипации. Естественная гипотеза состоит в том, что для
систем с более сложным взаимодействием будет то же самое, так как распространен-
ное представление состоит в том, что нелинейные гамильтоновы системы имеют (в
общем положении) лучшее перемешивание, чем линейные.

2. Рассматривается такая же гамильтонова система, но случайное воздействие
на одну выделенную частицу носит совершенно другой характер. А именно, в слу-
чайные моменты времени совершается замена знака скорости выделенной частицы,
т.е. сохраняющее энергию преобразование. В работе [1] доказывается, что для любых
начальных состояний имеет место сходимость к мере Лиувилля на соответствующей
энергетической поверхности.

3. Задача о разрыве изменяющейся во времени цепочки молекул, у которой
левая крайняя частица закреплена, а на правую действует постоянная растягивающая
внешняя сила. В [3] использована процедура, называемая в физике double scaling limit,
чтобы найти точную картину (в пространстве параметров) фазового перехода.

4. Транспортные потоки большого числа частиц. В работах [4] и [5] рассматри-
вается поток частиц на прямой с лидером, где лидер движется как угодно, а движение
любой другой частицы зависит только от ее расстояния до предыдущей частицы. Эта
система уже не будет гамильтоновой. Рассматривается задача оптимального упра-
вления устойчивостью — исключения столкновений частиц и увеличения плотности
потока. Получена фазовая диаграмма с областями устойчивости, неустойчивости и
частичной устойчивости.
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М у р о м с к а я А. А. (Москва, Россия) Модель работы акционерной
страховой компании, использующей дивидендную стратегию со ступен-
чатой функцией барьера.

Рассмотрим модель Спарре Андерсена, согласно которой капитал страховой
компании, выплачивающей дивиденды, в момент t имеет вид X(t) = x + ct −∑N(t)
i=1 Xi − D(t), t � 0 (см. [1]). Здесь c — интенсивность поступления премий,

N(t) — процесс восстановления, D(t) — совокупные дивиденды, выплаченные к
моменту времени t. Случайные величины {Xi}, обозначающие размеры исков, не-
зависимы и одинаково распределены. Кроме этого, {Xi} и процесс N(t) также
предполагаются независимыми. Дивиденды выплачиваются в соответствии с ба-
рьерной стратегией с уровнем барьера b(t), таким, что b(t) = bi на полуинтерва-
лах вида t ∈ [Ti−1, Ti), i � 1, где Ti — это момент поступления i-го требования,
T0 = 0. В рамках данной модели получена оценка сверху для вероятности разорения
компании (аналог неравенства Лундберга [2] для случая наличия дивидендных вы-
плат). Приведен пример стратегии со ступенчатой функцией барьера, при которой
оценка меньше 1. При дополнительном условии, что N(t) является пуассоновским
процессом, доказано также более сильное неравенство для вероятности разорения.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Sparre Andersen E. On the collective theory of risk in case of contagion between the
claims. — Transactions of XVth International Congress of Actuaries, 1957, v. 2, № 6,
p. 219–229.

2. Калашников В.В., Константинидис Д.Г. Вероятность разорения. — Фундам. и
прикл. матем., 1996, т. 2, № 4, с. 1055–1100.

П а в л о в И. В. (Ростов-на-Дону, Россия) Стохастический анализ на де-
формированных структурах: обзор результатов и основные направления
исследования.9)

Настоящий доклад сфокусирован на процессах с дискретным временем, опре-
деленных на структурах, более общих, чем классические стохастические базисы.
Эти структуры были названы нами деформированными стохастическими базисами

9) Работа выполнена при поддержке РФФИ (гранты №№ 16-01-00184, 16-07-00888,
16-01-20190).
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1-го и 2-го рода (выбор такой терминологии подробно аргументирован в [1]). А
именно, пусть (Ω,F) — фильтрованное пространство с дискретным временем, где
Ω — произвольное множество и F = (Fn)∞n=0 — возрастающая последовательность
σ-алгебр. Семейство Q = (Q(n),Fn)∞n=0 вероятностных мер Q

(n), определенных на
Fn, называется D1 — деформацией 1-го рода (соответственно D2 — деформацией
2-го рода), если Q(n+1) |Fn � Q(n) (соответственно Q(n+1) |Fn � Q(n)) для любого
n ∈ N = {0, 1, 2, . . .}.

Фундаментальная роль классических мартингалов в различных областях мате-
матики (в частности, в финансовой математике) хорошо известна. Используя дефор-
мации, мы вводим понятия деформированных мартингалов 1-го и 2-го рода. Пусть для
любого n ∈ N — случайные величины Zn принадлежит L1(Ω,Fn, Qn), а Q есть D1
(соответственно D2). Процесс Z = (Zn,Fn, Qn)∞n=0 называется DM1 — деформиро-
ванным мартингалом 1-го (соответственно DM2 — 2-го) рода, если для любого n ∈ N
Q(n+1)-п.н. (соответственно Q(n) -п.н.) Zn = EQ

(n+1)

[Zn+1 |Fn]. Аналогично опре-
деляются деформированные супермартингалы и субмартингалы (DSupM1, DSupM2,
DSubM1, DSubM2), деформированные локальные мартингалы (DLM1, DLM2) и де-
формированные потенциалы (DP1, DP2).

В докладе анализируется и дополняется ряд результатов, опубликованных ав-
тором в последние 3 года (в соавторстве с О.В.Назарько): 1) разложение Дуба для
DSubM1; 2) разложение Крикеберга для DM2 и разложение Рисса для DSupM2; 3) те-
орема Дуба о преобразовании свободного выбора для DSubM1 and DSubM2; 4) ха-
рактеризация DLM1 в терминах деформированных мартингальных преобразований
и деформированных обобщенных мартингалов; 5) сведение деформаций 1-го рода к
слабым деформациям; 6) приложения к финансовой математике; 7) понятия дефор-
мированных стохастических базисов и деформированных мартингалов в непрерыв-
ном времени. Формулировки и доказательства всех этих результатов можно найти
в [2]–[7].
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с. 185–186.
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П р е с м а н Э. Л., А р к и н В. И., С л а с т н и к о в А. Д. (Москва, Рос-
сия) О структуре множества продолжения в задаче оптимальной остановки
общей одномерной диффузии.10)

Рассматривается регулярная диффузия Xt (t � 0), X0 = x со значениями в ин-
тервале I. Если меры скорости и убивания имеют плотности, а шкала дважды диффе-
ренцируема, получается диффузия Ито. В [1] было предложено рассматривать необхо-
димые и достаточные условия того, что множество продолжения C={x: g(x)<V (x)},
где V (x)= supτ Exg(Xτ ), имеет ту или иную структуру. Для множества продолжения
вида C={x ∈ I: x<p} такие условия при дополнительных предположениях на функ-
цию выплат и наличии дисконтирования были получены в [1] для диффузии Ито, в [2]
(условия другого типа) для общей диффузии без убивания, и сформулированы в [3]
без дополнительных предположений на диффузию и функцию выплат.

В работе получены необходимые и достаточные условия островного характера
множества продолжения: C={x ∈ I: q<x<p}. Доказательство основано на характе-
ризации эксцессивных функций и методе модификации функции выплат (см. [4]).
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Р о д о ч е н к о В. В., К у д р я в ц е в О. Е. (Ростов-на-Дону, Россия) О
применении факторизации Винера–Хопфа к вычислению рисков пересе-
чения ценовых барьеров в модели Хестона.11)

Для иллюстрации метода управления рисками портфеля ценных бумаг, основан-
ного на анализе и хеджировании рисков выхода цены за фиксированный барьер, рас-
смотрим в рамках модели Хестона барьерный опцион put с барьером снизу. Применяя
процедуру рандомизации Карра и подходящую замену [1] для устранения корреляции
между процессами цены и вариации, мы получаем возможность свести вычисление
безарбитражной цены контракта к рекуррентному решению семейства задач со сто-
хастической вариацией.

Аналогично [1], мы используем аппроксимацию процесса вариации CIR при по-
мощи марковской цепи, после чего строим приближение искомого функционала в виде
семейства задач с фиксированной вариацией, каждая из которых может быть решена
при помощи факторизации Винера–Хопфа [2]. Возможно обобщение метода на случай
моделей, допускающих скачки.
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2. Kudryavtsev O., Levendorskii S. Fast and accurate pricing of barrier options under
Lévy processes. — J. Finance and Stochastics, 2009, v. 13, № 4, p. 531–562.

С о н и н И. М., М о л ч а н о в С. А. (Шарлотт, США) Условные ожида-
ния и переливание из пустого в порожнее.

Примерно десять лет назад А.Черный и П.Григорьев [1] получили следующий
удивительный результат.

Теорема. Пусть (Ω, F,P) — вероятностное пространство без атомов,
X,Y — ограниченные функции с одним и тем же распределением. Тогда для лю-
бого ε > 0 существует последовательность σ-подалгебр F1, F2, . . . , Fn ⊆ F та-
кая, что для последовательности функций X0 = X, X1 = E (X0 |F1), X2 =
E (X1 |F2), . . . ,Xn = E (Xn−1 |Fn), выполняется неравенство ||Xn − Y || ≤ ε.

Если σ-алгебра определена конечным или счетным разбиением, то условное ма-
тематическое ожидание функции есть не что иное, как усреднение этой функции по
отношению к более «грубому» разбиению. Разбиение отрезка [0, 1] на 2n равных
интервалов эквивалентно следующей «гидростатической» задаче. Предположим что
имеется 2n чашек, n левых наполнены водой, а n правых — пустые. Левые и правые
чашки можно соединять так, что уровни жидкости в них выравниваются. Упомяну-
тая теорема эквивалентна следующему утверждению: если n достаточно велико, то
можно перелить почти всю воду слева направо. В нашей работе мы отвечаем на два
вопроса, поднятые этой теоремой. Каков оптимальный способ переливания и сколько
при этом останется при фиксированном n? Мы описываем все оптимальные перели-
вания и доказываем, что первый член асимптотики в этой задаче имеет вид 2/

√
nπ.

Другая интерпретация теоремы Черного и Григорьева, без ответов на два вопроса,
дана в работе [2].

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Cherny A. S., Grigoriev P.G. Dilatation monotone risk measures are law invariant. —
Finance Stoch., 2007, vol. 2, p. 291–298.

2. Gordon A., Quinn J. Iterated conditional expectations. — J. Math. Anal. Appl., 2010,
v. 367, № 2, p. 699–704.

Ш а м р а е в а В. В. (Ростов-на-Дону, Россия) О неравенствах, обеспечи-
вающих выполнение интерполяционных свойств мартингальных мер.12)

Среди мартингальных мер неполного рынка, которые порождают открытый
интервал справедливых цен платежного обязательства, в случае счетного вероят-
ностного пространства для большого числа (B,S)-рынков существуют интерполя-
ционные мартингальные меры, порождающие «более справедливые» цены. В на-
стоящем докладе для одношаговых (B,S)-рынков рассматриваются мартингальные
меры, удовлетворяющие ослабленному условию несовпадения барицентров (ОУНБ;
см. [1]) — условию, позволяюшему с помощью такой мартингальной меры ин-
терполировать (относительно произвольной интерполирующей специальной хааров-
ской фильтрации) неполный рынок до полного. Рассмотрим фильтрацию (Ω,F), где
F= (F0,F1), F0 = {Ω,�}, а F1 порождена разбиением Ω на счетное число атомов
Bi, i ∈ N = {1, 2, . . .}. Зададим процесс Z = (Zn,Fn)1n=0, рассматриваемый как дис-
контированная стоимость акции, и обозначим Z0 = a, Z1|Bi = bi. Предположим, что
b1 < b2 < b3 < b4, каждое из этих чисел может присутствовать в последовательности

12) Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты№№ 16-01-00184, 16-07-00888,
16-01-20190).
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b5, b6, . . . конечное или бесконечное число раз, а других чисел в этой последователь-
ности нет. Пусть полученный таким образом рынок безарбитражен, причем a �= b2 и
a �= b3. В докладе продемонстрирована новая методика доказательства существования
интерполяционных мартингальных мер, позволяющая получать результаты, более
общие, чем в [1]. Она основана на замене сложных неравенств из ОУНБ, содержа-
щих различные неопределенные подмножества из N, более простыми неравенствами,
содержащими конкретные компоненты мартингальных мер.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Павлов И.В., Цветкова И.В., Шамраева В.В. О существовании мартингальных
мер, удовлетворяющих ослабленному условию несовпадения барицентров, в слу-
чае счетного вероятностного пространства. — Теория верятн. и ее примен., 2016,
т. 61, в. 1, с. 173–181.

Ш а т с к и х С. Я., М е л к у м о в а Л. Э. (Самара, Россия) Геометрия
условных квантилей многомерных вероятностных распределений.13)

Для n-мерного вероятностного распределения F1...n(x1, . . . , xn) рассмотрим опре-
делитель (см. [1])

ω =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dx1 . . . dxn−1 dxn

1 . . . q̇
(xn−1,x1)
n−1 | 1 (x1) q̇

(xn,x1)

n | 1 (x1)

. . . . . . . . . . . .

q̇
(x1,xn−1)
1 |n−1 (xn−1) . . . 1 q̇

(xn,xn−1)
n |n−1 (xn−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (1)

построенный из производных одномерных условных квантилей q̇
(xi,xj)

i|j (xj):

Fi | j
(
q
(x0i ,x

0
j )

i | j (xj) |xj
)
= Fi | j(x

0
i |x0j ),

где Fi | j(xi |xj) — условная функция распределения.

Теорема. Если для вероятностного распределения F1...n(x1, . . . , xn) все k-

мерные условные квантили q(x
0)

i|1 ... k(x1, . . . , xk), i = k + 1, . . . , n, где

Fi | 1...k

(
q
(x0)
i | 1...k(x1, . . . , xk) |x1, . . . , xk

)
= Fi | 1...k(x

0
i |x 01 , . . . , x 0k ),

обладают свойством воспроизводимости при сужении на одномерные условные
квантили (см. [2]) и минор, построенный на пересечении первых k столбцов и k
строк, начиная со 2-й, определителя (1), отличен от 0, то поверхность в Rn, за-
даваемая условными квантилями{(

x1, . . . , xk, q
(x0)
k+1 | 1...k(x1, . . . , xk), . . . , q

(x0)
n | 1...k(x1, . . . , xk)

)}
, (2)

является k-мерным решением квантильного уравнения Пфаффа

ω = 0. (3)

Таким образом, решая уравнение (3), мы находим k-мерные условные квантили
по двумерным маргинальным распределениям исходного многомерного распределе-
ния. Когда класс Дарбу (см. [2]) формы ω равен 2(n−k)−1, поверхность (2) является

13) Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 16-01-00184 А).
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интегральным многообразием уравнения (3) максимальной возможной размерности,
проходящим через точку (x 01 , . . . , x

0
n).

В качестве статистического приложения теоремы рассмотрен подход к оценке
многомерных условных квантилей распределения по двумерным наблюдениям в том
случае, когда это распределение обладает свойством воспроизводимости. Показано,
что объем двумерных наблюдений, необходимых для построения оценки многомер-
ной квантили в рамках предлагаемого подхода, существенно меньше, чем объем на-
блюдений полной размерности, необходимых для построения традиционных оценок
многомерных условных квантилей. Рассмотрен пример построения оценки условной
квантили для эллиптически контурированного распределения.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Шатских С.Я. Необходимое условие воспроизводимости условных квантилей
многомерных вероятностных распределений. — Изв. РАЕН, серия МММИУ, 2000,
т. 4, № 4, с. 67–72.

2. Мелкумова Л.Э.,Шатских С.Я. Решение квантильных дифференциальных урав-
нений Пфаффа при отсутствии полной интегрируемости. — Вестник СГУ, 2012,
т. 94, № 3, с. 20–39.

Ш и р я е в А. Н. (Москва, Россия) Случайность в вероятности.
Тема настоящего обзорного доклада концентрируется вокруг понятия случайно-

сти и, более определенно, вокруг того, как можно было бы формально определить,
что́ есть индивидуальная случайная последовательность.

По словам А.Н.Колмогорова (IV Советско-японский симпозиум, 1982 г.), «В по-
вседневной речи мы называем случайными те явления, где мы не находим регулярно-
сти, которая позволила бы нам точно предсказать их результаты. Вообще говоря,
нет оснований считать, что случайное явление должно обладать какой-либо опреде-
ленной вероятностью. Следовательно, мы должны были бы различать собственно
случайность (как отсутствие регулярности) и стохастическую случайность (кото-
рая является объектом теории вероятностей).»

В докладе мы придерживается следующего плана:
§ 2. Частотная теория вероятностей Мизеса.
§ 3. Частотоустойчивость, или стохастичность (Мизес, Вальд, Чëрч, Колмого-

ров, Ловеланд).
§ 4. Типичность, или принадлежность к множеству эффективной меры единица

(Мартин-Лëф, Левин, Шнорр).
§ 5. Сложноустроенность, или хаотичность (Колмогоров, Левин, Шнорр).
§ 6. Непредсказуемость (Вилль, Успенский).

У г л и ч С. И., П а в л о в И. В., К р а с и й Н. П. (Ростов-на-Дону, Рос-
сия) Численный анализ аналитических результатов, полученных при ис-
следовании квазилинейных моделей со случайными приоритетами.14)

В докладе были использованы аналитические результаты, полученные в ра-
боте [1], а также в сообщении Н.П.Красий на конференции OTHA-2016 в Ростове-на-
Дону. В этих работах рассматривается экстремальная задача со следующей целевой
функцией:

F (x) = EP (Fα11 F
α2
2 ), где Fk(x) =

(
n∑
i=1

aki xi + b
k

)
I{∑n

i=1
ak
i
xi+bk>0};

14) Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты №№ 16-01-00184, 16-07-
00888).
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aki , b
k — действительные числа; x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn; I — характеристическая

функция; αk = αk(ω) — неотрицательные случайные величины, называемые приори-
тетами, определенные на (Ω,F , P ). В случаях, когда случайные величины α1 и α2
связаны соотношением α1+α2 = 1 или независимы и не превосходят единицы, основ-
ной результат формулируется одинаково. Необходимым условием существования гло-
бального максимума является существование такого числа c > 0, что a2i = −c · a1i .
Параметр c определяет степень противоположности требований двух систем с целе-
выми функциями F1 и F2. Показано, что для любого c > 0 точки максимума функции
F представляют собой гиперплоскость вида

∑n
i=1 aixi = t

∗, где t∗ — корень некото-
рого уравнения. В докладе приведены зависимости значения максимума F ∗ функции
F от параметра c при различных α1 и α2. Особенно важны для приложений слу-
чаи, когда F ∗(c) имеет глобальный минимум (например, когда α1 и α2 равномерно
распределены).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Вагин В.С., Павлов И.В. Моделирование и оптимизация квазилинейных слож-
ных систем с учетом вероятностного характера приоритетов. — Вестник РГУПС,
2016, т. 61, № 1, с. 135–139.

У л ь я н о в В. В. (Москва, Россия) Об общем подходе, приводящем к
оценкам точности приближений.15)

В первой части доклада дан краткий обзор недавних результатов по оценкам
точности приближений для распределений нелинейных форм от случайных элемен-
тов. Основное внимание уделяется результатам для квадратичных форм и почти ква-
дратичных форм, рассмотрение которых мотивируется асимптотическими задачами
математической статистики (см., например, [1]). При этом приведены асимптоти-
ческие результаты, когда указывается лишь порядок аппроксимации по n, где n —
число случайных элементов (объем выборки), и по p — размерность случайных эле-
ментов (наблюдений) при p, сравнимых с n. Даны и неасимптотические результаты,
когда вместо порядка убывания доказаны более информативные неравенства для по-
грешностей приближения. Отмечаются и общие нелинейные формы (см., например,
[2]–[4]), встречающиеся, как правило, в многомерной статистике.

Для получения указанных выше результатов используются различные ме-
тоды. Вместе с тем в работе [5] предложен подход, позволяющий в доста-
точно общем случае доказывать неасимптотические результаты для нелинейных
форм, включая случаи, когда в качестве приближений используются асимптоти-
ческие разложения, а оценки точности приближений даются в терминах ляпунов-
ских отношений. В [5] рассмотрен класс действительных функций hn(ε, . . . , εn),
n � 1, на Rn, симметричных относительно всевозможных перестановок своих ар-
гументов, и таких, что hn+1(ε1, . . . , εj , 0, εj+1, . . . , εn) = hn(ε1, . . . , εj , εj+1, . . . , εn) и
(∂/∂εj)hn(ε1, . . . , εj , . . . , εn)|εj=0 = 0 для всех j = 1, . . . , n.

Если рассмотреть последовательность независимых случайных элементов Xj с
общим распределением P , то можно взять hn = EF (ε1(δX1−P )+· · ·+εn(δXn−P )), т.е.
hn есть среднее гладкого функционала F от взвешенного эмпирического процесса с
мерами Дирака в X1, . . . ,Xn. Иными словами, hn можно рассматривать как совокуп-
ность «вкладов» случайных элементов Xj . В общем случае зависимость F от этих мер
нелинейна. В докладе показано (см. доказательства в [5]), что при выполнении «есте-
ственных» моментных условий на рапределение X1 для указанного класса функций hn

15) Работа выполнена при поддержке РНФ (проект № 14-11-00196).
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существует «предельная» функция, а также можно выписать асимптотические разло-
жения типа Чебышёва–Эджворта. При этом ошибка приближения дается в терминах
|ε|d :=∑n

i=1 |εi|d. В докладе обсуждаются возможные приложения общего подхода, в
частности в ЦПТ для взвешенных сумм, когда с большой вероятностью относительно
меры на (n− 1)-мерном единичном шаре распределения взвешенных сумм приближа-
ются нормальным распределением с точностью порядка O(n−1). Рассматриваются и
применения в асимптотических проблемах для распределений U -статистик порядка
2 и выше и в ЦПТ для «свободных» вероятностей (free probabilities).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Prokhorov Y.V., Ulyanov V.V. Some approximation problems in statistics and prob-
ability. Limit Theorems in Probability, Statistics and Number Theory, ed. P. Eichels-
bacher et al., Springer Proceedings in Mathematics and Statistics, 2013, v. 42, p. 235–
249.

2. Fujikoshi Y., Ulyanov V.V., Shimizu R. Multivariate Statistics: High-Dimensional
and Large-Sample Approximations. Hoboken, NJ: John Wiley and Sons Inc., 2010,
533 p.

3. Ульянов В.В. О свойствах многочленов от случайных элементов. — Теория ве-
роятн. и ее примен., 2015, т. 60, в. 2, с. 391–402.

4. Wakaki H., Fujikoshi Y., Ulyanov V.V. Asymptotic expansions of the distributions
of MANOVA test statistics when the dimension is large. — Hiroshima Mathem. J.,
2014, v. 44, № 3, p. 247–259.

5. Götze F., Naumov A.A., Ulyanov V.V. Asymptotic analysis of symmetric
functions. — J. Theoret. Probab., 2016, v. 29. См. также http://arxiv.org/
abs/1502.06267v2

Ц в е т к о в а И. В. (Ростов-на-Дону, Россия) Алгоритм построения ин-
терполяционных мартингальных мер в случае счётного вероятностного
пространства и конечнозначных цен акций.16)

Рассмотрим одношаговый (B,S)-рынок, который задан на (Ω,F), где F =
(Fk)

1
k=0, F0 = {Ω,Ø}, F1 — σ-алгебра, порождённая разбиением Ω на счётное число

атомов Bi, i ∈ N = {1, 2, . . .}. Пусть Z = (Zk,Fk)1k=0 — F-адаптированный случай-
ный процесс со значениями: Z0(Ω) = a, Z1(Bi) = bi, a ∈ Q, bi ∈ Q, i ∈ N (Q —
множество рациональных чисел чисел). Пусть среди элементов последовательности
{bi}∞i=1 всего r различных (3 � r < ∞) и хотя бы два значения имеют бесконеч-
ную кратность. Рассматриваемый рынок неполон. Предположим, что он является
безарбитражным (inf1�i<∞ bi < a < sup1≤i<∞ bi). Переход от неполных рынков к
полным мы осуществляем с помощью метода специальной хааровской интерполяции,
предполагающего существование мартингальных мер, удовлетворяющих специаль-
ному интерполяционному свойству (см. [1]). На основе результатов, представленных
в работе [2], получен алгоритм вычисления таких мартингальных мер.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Pavlov I. V. Some processes and models on deformed stochastic bases. — Proceedings
of the 2nd International Symposium on Stochastic Models in Reliability Engineering,
Life Science and Operations Management (SMRLO16), Frenkel I., Lisnianski A. eds.
(Beer Sheva, Israel, February 15–18, 2016), 2016, p. 432–437.

2. Павлов И.В., Цветкова И.В., Шамраева В.В. О существовании мартингальных
мер, удовлетворяющих ослабленному условию несовпадения барицентров, в слу-
чае счетного вероятностного пространства. — Теория вероятн. и ее примен., 2016,
т. 61, в. 1, с. 173–181.

16) Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 16-01-00184).
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Ч е р н а в с к а я Е. А. (Москва, Россия), Б а ш т о в а Е. Е. (Москва, Рос-
сия) Предельные теоремы для системы обслуживания с бесконечным чи-
слом приборов и регенерирующим входящим потоком.17)

Рассматривается бесконечноканальная система обслуживания с регенерирую-
щим входящим потоком X(t), с точками регенерации {θi, i � 0}, θ0 = 0. Эта система
является обобщением системы из [1]. Обозначаем ξi = X(θi)−X(θi−1), τi = θi − θi−1,
i � 1. Пусть времена обслуживания представляют собой последовательность незави-
симых одинаково распределенных случайных величин с функцией распределения B(t).
Предполагаем, что 1 − B(t) ∼ L (t)tβ при t → ∞, где 0 < β < 1 и L (t) — медленно
меняющаяся функция. Пусть q(t) — число заявок, находящихся на обслуживании в
системе в момент времени t. Обозначим κ = (1− β)−1E ξ1/E τ1.

Теорема. Пусть E τr1 <∞, r > 2, E ξ21 <∞, тогда

q(t)− κt1−βL (t)√
t1−βL (t)

d→N (0, κ) при t→∞.
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Я р о в а я E. Б. (Москва, Россия)Стохастическая эволюция системы ча-
стиц в некомпактном фазовом пространстве: подход с использованием ве-
твящихся случайных блужданий.18)

Различные явления, возникающие в статистической физике, теории гомополиме-
ров, популяционной динамике и других приложениях, часто описываются в терминах
эволюции популяций частиц. Такие модели могут обобщаться в различных направле-
ниях, одно из которых заключается в предположении, что частицы не только дают
потомство или гибнут, формируя этим ветвящуюся среду, но и мигрируют под дей-
ствием некоторого случайного закона. Центральная задача в таких моделях — изуче-
ние эволюции процессов во времени в зависимости от структуры среды и простран-
ственной динамики частиц. Менее изученными при этом остаются процессы, когда
пространство, в котором происходит транспорт частиц, неограниченно, причем оно
может быть непрерывным, как, например, в теории гомополимеров, или дискретным,
как в моделях динамики клеточных популяций. В этом смысле «универсальными»
являются ветвящиеся случайные блуждания с непрерывным временем по многомер-
ным решеткам— стохастические процессы, сочетающие в себе свойства ветвящегося
процесса и случайного блуждания. Основные проблемы исследования предельного по-
ведения ветвящихся случайных блужданий связаны с существованием фазовых пере-
ходов при изменении различных параметров системы частиц, свойствами предельного
распределения популяций частиц, скоростью и формой распространения их фронта.
Естественно, решение этих проблем в значительной степени зависят от целого ряда
факторов, которые влияют на свойства ветвящегося случайного блуждания, среди ко-
торых определяющими являются случайность ветвящейся среды, ее неоднородность,
количество и взаимное расположение источников размножения и гибели частиц в точ-
ках решетки, а также такие свойства случайного блуждания, как симметричность или

17) Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 16-01-00184).
18) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (про-

ект № 14-21-00162).



622 Международная конференция по стохастическим методам

нарушение симметричности, конечность или бесконечность дисперсии скачков. В до-
кладе обсуждаются результаты, полученные в рамках некоторых пространственно-
временных эволюционных моделей ветвящихся случайных блужданий, см., напри-
мер, [1]–[8], и их приложения.
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