
���������� ���������������

�����������

¨¬¥¨ �.�.����������

�¥µ ¨ª®-¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨© ´ ª³«¼²¥²

�. �. �������, �. �. ���������,

�. �. �������

�������� � ������

������������

Mocª¢  1997



��� 519.2

�18

� «»¸¥¢ �. �., �¥¼¸¨ª®¢ �. �., �¥²°®¢  �. �.

�¢¥¤¥¨¥ ¢ ²¥®°¨¾ ¢¥°®¿²®±²¥©. �.: �§¤-¢® ¬¥µ ¨ª®-¬ ²¥¬ -

²¨·¥±ª®£® ´ ª³«¼²¥²  ���, 1997 £. |117 ±.

� ±²®¿¹ ¿ ª¨£  ¿¢«¿¥²±¿ § ¯¨±¼¾ ®±®¢®£® ª³°±  «¥ª¶¨© ¯® ²¥®°¨¨

¢¥°®¿²®±²¥©, ¯°®·¨² ®£® ¯¥°¢»¬¨ ¤¢³¬¿  ¢²®° ¬¨   ¬¥µ ¨ª®-¬ -

²¥¬ ²¨·¥±ª®¬ ´ ª³«¼²¥²¥ ��� ¤«¿ ±²³¤¥²®¢ ¢²®°®£® ª³°±  ¢ ¢¥±¥¥¬

±¥¬¥±²°¥ 1995 £®¤ . �« ¢®© ¶¥«¼¾  ¢²®°®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ¨§«®¦¥¨¥   ¯°®-

±²¥©¸¨µ ¯°¨¬¥° µ ¢ ¦¥©¸¨µ ¯®¿²¨© ¨ ¬¥²®¤®¢ ±®¢°¥¬¥®© ²¥®°¨¨

¢¥°®¿²®±²¥©  °¿¤³ ± ª« ±±¨·¥±ª¨¬¨.

�»° ¦ ¥¬ ¡« £®¤ °®±²¼ �µ¬¨²§¿®¢³ �.�. ¨ � ¨²¥ �.�. §  ¯®«¥§-

»¥ ®¡±³¦¤¥¨¿ ¨ ¯®¬®¹¼ ¢  ¯¨± ¨¨ ½²®© ª¨£¨.

�

1602090000� 005

3�7(03)� 97

�¥§ ®¡º¿¢«.

ISBN 5-87597-032-4
c
 � «»¸¥¢ �. �., �¥¼¸¨ª®¢ �. �.,

�¥²°®¢  �. �., 1997 £.

c
 �§¤ ²¥«¼±²¢® ¬¥µ ¨ª®-¬ ²¥¬ ²¨-

·¥±ª®£® ´ ª³«¼²¥²  ���, 1997 £.



�£« ¢«¥¨¥

�¥ª¶¨¿ 1. �®¥·»¥ ¨ ±·¥²»¥ ¢¥°®¿²®±²»¥ ¯°®-

±²° ±²¢  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

�¥ª¶¨¿ 2. �ª±¨®¬ ²¨ª  �®«¬®£®°®¢  . . . . . . . . . . . . . . 14

�¥ª¶¨¿ 3. � ª® ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ¤«¿ ±µ¥¬» �¥°³««¨ 23

�¥ª¶¨¿ 4. �²¥£° « �¥¡¥£ . � ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ -

¨¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

�¥ª¶¨¿ 5. �¤®¬¥°®¥ ±«³· ©®¥ ¡«³¦¤ ¨¥ . . . . . . . 40

�¥ª¶¨¿ 6. �¥¯¨ � °ª®¢  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

�¥ª¶¨¿ 7. � ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨. �³ª-

¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿. �«®²®±²¼. �¢¥°²ª  ° ±¯°¥¤¥«¥-

¨© . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

�¥ª¶¨¿ 8. � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¥ ´³ª¶¨¨ . . . . . . . . . . . 79

�¥ª¶¨¿ 9. �®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°¥¤¥«¼»µ ²¥®°¥¬ ¬¥²®-

¤®¬ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨©. �¥²° «¼ ¿ ¯°¥-

¤¥«¼ ¿ ²¥®°¥¬ . �®£®¬¥°®¥ ®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥-

«¥¨¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

�¥ª¶¨¿ 10. �³ ±±®®¢±ª ¿ ¬¥° . �±«®¢®¥ ¬ ²¥¬ ²¨-

·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

�¥ª¶¨¿ 11. � ¤ ·  ¯¥°ª®«¿¶¨¨   Z

2

. . . . . . . . . . . . . . . . 112





�¥ª¶¨¿ 1

�®¥·»¥ ¨ ±·¥²»¥ ¢¥°®¿²®±²»¥

¯°®±²° ±²¢ 

�³±²¼ § ¤ ® ª®¥·®¥ ¬®¦¥±²¢® 
 = !

1

; : : : ; !

n

: � ±²® ¬»

¨¬¥¥¬ ¤¥«® ± ±¨²³ ¶¨¥©, ª®£¤  ª ¦¤®¬³ ½«¥¬¥²³ ¯°¨¯¨±  ¢¥±

(¬¥° ), ².¥. ¥®²°¨¶ ²¥«¼®¥ ·¨±«® w(!

i

); µ ° ª²¥°¨§³¾¹¥¥ "· -

±²®²³" ¯®¿¢«¥¨¿ ½«¥¬¥²  !

i

¢ ¥ª®²®°»µ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢ µ. �®¦-

® ®°¬¨°®¢ ²¼ ½²¨ ¢¥±  ª ¥¤¨¨¶¥ (¥±«¨ ¥ ¢±¥ ®¨ ³«¨), ².¥. ¢¢¥-

±²¨ ®¢»¥ ·¨±« 

P(!

i

) = Z

�1

w(!

i

); Z =

n

X

i=1

w(!

i

):

�²®¡° ¦¥¨¥ P : 
! [0; 1]  §»¢ ¥²±¿ ¢¥°®¿²®±²®© ¬¥°®© (¨«¨

¢¥°®¿²®±²¼¾). � ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¥ ®°¬¨°³¾¹¨© ¬®¦¨-

²¥«¼ Z  §»¢ ¥²±¿ ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ±³¬¬®©. � «®£¨·»¬ ®¡° §®¬

¬®¦® ¢¢¥±²¨ ¢¥°®¿²®±²³¾ ¬¥°³   ±·¥²®¬ ¬®¦¥±²¢¥ 
; ¥±«¨

1

X

i=1

w(!

i

) <1:

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1. �®¥·»¬ (±·¥²»¬) ¢¥°®¿²®±²»¬ ¯°®-

±²° ±²¢®¬  §»¢ ¥²±¿ ¯ °  (
;P); £¤¥ 
 | ª®¥·®¥ (±·¥²®¥)

¬®¦¥±²¢®,   P ¢¥°®¿²®±² ¿ ¬¥° , ²® ¥±²¼  ¡®° ¥®²°¨¶ ²¥«¼-

»µ ·¨±¥« P(!); ! 2 
; ² ª¨µ ·²®

P

!2


P(!) = 1: �®¦¥±²¢® 


 §»¢ ¥²±¿ ¯°®±²° ±²¢®¬ ½«¥¬¥² °»µ ±®¡»²¨©, ¥£® ¯®¤¬®-

¦¥±²¢  | ±®¡»²¨¿¬¨,   ¥£® ½«¥¬¥²» | ½«¥¬¥² °»¬¨ ±®¡»²¨-

¿¬¨.

�±«¨ ¢±¥ P(!) ° ¢», ²® £®¢®°¿², ·²® ¢±¥ ½«¥¬¥² °»¥ ±®¡»²¨¿

° ¢®¢¥°®¿²». �¥°®¿²®±²¼ ±®¡»²¨¿ A ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ±³¬¬ 

¢¥°®¿²®±²¥© ¢µ®¤¿¹¨µ ¢ ¥£® ½«¥¬¥² °»µ ±®¡»²¨©:

P(A) =

X

!2A

P(!):
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�  ¯° ª²¨ª¥ · ±²® £®¢®°¿² ® ±«³· ©®¬ ¢»¡®°¥ ½«¥¬¥²  ! ¨§

¬®¦¥±²¢  
 ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ P(!): �» £®¢®°¨¬, ·²® ¯°¨ ½²®¬ ¢»-

¡®°¥ ±®¡»²¨¥ A ®±³¹¥±²¢¨«®±¼, ¥±«¨ ! 2 A: �¥°¥±¥·¥¨¥ ±®¡»²¨©

A \ B ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±®¡»²¨¾, ·²® ª ¦¤®¥ ¨§ ¨µ ®±³¹¥±²¢¨«®±¼,

®¡º¥¤¨¥¨¥ A[B ±®®²¢¥²±²¢³¥² ²®¬³, ·²® ®±³¹¥±²¢¨«®±¼ µ®²¿ ¡»

®¤® ¨§ ¨µ. �» ¯®« £ ¥¬, ·²® ¢¥°®¿²®±²¼ ¯³±²®£® ±®¡»²¨¿ ° ¢ 

³«¾.

�§»ª ²¥®°¨¨ ¬®¦¥±²¢ �§»ª ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥©

�®¦¥±²¢® �°®±²° ±²¢®

½«¥¬¥² °»µ ±®¡»²¨©

�®·ª¨ �«¥¬¥² °»¥ ±®¡»²¨¿

�®¤¬®¦¥±²¢  �®¡»²¨¿

�»¡®° ²®·ª¨ ! 2 A �°®¨§®¸«® ±®¡»²¨¥ A

�¡º¥¤¨¥¨¥ A

1

[A

2

�°®¨§®¸«®

µ®²¿ ¡» ®¤® ¨§ A

1

; A

2

�¥°¥±¥·¥¨¥ A

1

\A

2

�°®¨§®¸«¨ ®¡  ±®¡»²¨¿ A

1

; A

2

�®¯®«¥¨¥

�

A = 
 nA �®¡»²¨¥ A ¥ ¯°®¨§®¸«®

�§¬¥°¨¬ ¿ ´³ª¶¨¿ �«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ 

�§¢¥¸¥ ¿ ±³¬¬  (¨²¥£° «) � ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥

�µ¥¬  �¥°³««¨

�°¨¢¥¤¥¬ ¯°®±²®©, ® ®·¥¼ ¯®«¥§»© ¯°¨¬¥° ¢¥°®¿²®±²®£®

¯°®±²° ±²¢ ,   ª®²®°®¬ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬» ¯°®¨««¾±²°¨°³¥¬ ¢ ¦-

»¥ ²¥®°¥¬», ¢¥°»¥ ¨ ¢ ¡®«¥¥ ®¡¹¥© ±¨²³ ¶¨¨.

� ±±¬®²°¨¬ °¥§³«¼² ² n ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»µ ¡°®± ¨© ¬®¥²»;

®²®¦¤¥±²¢¨¬ ¥£® ± ª®¥·®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾ ¤«¨» n ¨§ ³-

«¥© ¨ ¥¤¨¨¶: ! = (x

1

; : : : ; x

n

); £¤¥ x

i

= 1; ¥±«¨ ¯°¨ i-¬ ¡°®± ¨¨

¯®¿¢¨«±¿ "®°¥«" (³±¯¥µ) ¨ x

i

= 0; ¥±«¨ ¯®¿¢¨« ±¼ "°¥¸ª " (¥³¤ · ).

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°®±²° ±²¢® ½«¥¬¥² °»µ ±®¡»²¨©


 = f! : ! = (x

1

; : : : ; x

n

); x

i

= 0; 1g

±®±²®¨² ¨§ 2

n

²®·¥ª. �¡®§ ·¨¬

S

n

= S

n

(!) =

n

X

i=1

x

i

·¨±«® ³±¯¥µ®¢ ¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ !: � ¤ ¤¨¬ ¢¥°®¿²®±²¼ ½«¥-

¬¥² °®£® ±®¡»²¨¿

P(!) = p

S

n

(!)

q

n�S

n

(!)

; (1.1)
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£¤¥ p ¨ q ¥®²°¨¶ ²¥«¼»¥ ·¨±«  ² ª¨¥, ·²® p+ q = 1:

� ¬¥· ¨¥ 1. �¥°®¿²®±² ¿ ¬¥°  P § ¤   ± ¯®¬®¹¼¾ (1.1)

ª®°°¥ª²®. � ± ¬®¬ ¤¥«¥,  ¬ ¥®¡µ®¤¨¬® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²®

X

!2


P(!) = 1:

�®±ª®«¼ª³ ·¨±«® ½«¥¬¥² °»µ ±®¡»²¨©, ±®¤¥°¦ ¹¨µ °®¢® k ³±¯¥-

µ®¢, ° ¢® C

k

n

; ¨¬¥¥¬ ¯® ¡¨®¬³ �¼¾²® :

X

!2


P(!) =

n

X

k=0

C

k

n

p

k

q

n�k

= (p+ q)

n

= 1:

� ¬¥· ¨¥ 2. � ª ¢¨¤® ¨§ § ¬¥· ¨¿ 1, ¢¥°®¿²®±²¼ ±®¡»-

²¨¿, ±®±²®¿¹¥£® ¢ ²®¬, ·²® ®°¥« ¢»¯ « °®¢® k ° §, ° ¢  PfS

n

=

kg = C

k

n

p

k

q

n�k

: � ¡®° ¢¥°®¿²®±²¥© P

k

= PfS

n

= kg; k = 0; : : : ; n;

 §»¢ ¥²±¿ ¡¨®¬¨ «¼»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬.

�¯° ¦¥¨¥ 1. �¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ¯°¨ i-¬ ¡°®± ¨¨ ¢»-

¯ ¤¥² ®°¥«, ° ¢  p: �®ª § ²¼.

�¯¨±  ¿  ¬¨ ¢¥°®¿²®±² ¿ ¬®¤¥«¼  §»¢ ¥²±¿ ±µ¥¬®© �¥°-

³««¨, ¨«¨ ¬®¤¥«¼¾ n ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¨±¯»² ¨© ± ¤¢³¬¿ ¨±µ®¤ ¬¨

(¯®§¤¥¥ ¬» ¯®©¬¥¬, ¯®·¥¬³ ¢  §¢ ¨¨ ¯°¨±³²±²¢³¥² ±«®¢® "¥§ -

¢¨±¨¬»¥").

�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¤«¿ ²¨¯¨·®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ·¨±«®

¥¤¨¨¶ ¯°¨¬¥°® ° ¢® np. �²® ½²® ®§ · ¥² ²®·®, ¬» ±¥©· ±

±´®°¬³«¨°³¥¬.

�¥®°¥¬  1 (� ª® ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ¤«¿ ±µ¥¬» �¥°³««¨).

� ±±¬®²°¨¬ ¢¥°®¿²®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢® (
;P), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥

±µ¥¬¥ �¥°³««¨ ± n ¨±¯»² ¨¿¬¨. �®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® ´¨ª±¨°®¢ -

®£® " > 0

P

�

! :

�

�

�

�

S

n

(!)

n

� p

�

�

�

�

� "

�

! 0 ¯°¨ n!1: (1.2)

�¥ ¡³¤¥¬ § ¡»¢ ²¼, ·²® 
 ¨ P ° §«¨·» ¤«¿ ° §»µ n: �«¿ ¤®-

ª § ²¥«¼±²¢  ½²®© ²¥®°¥¬»  ¬ ¯® ¤®¡¿²±¿ ®¢»¥ ¯®¿²¨¿: ±«³-

· ©®© ¢¥«¨·¨», ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¨, ª ®¯°¥-

¤¥«¥¨¾ ª®²®°»µ ¬» ¨ ¯¥°¥µ®¤¨¬.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2. �³±²¼ ¨¬¥¥²±¿ ª®¥·®¥ ¢¥°®¿²®±²®¥ ¯°®-

±²° ±²¢® (
;P) . �«³· ©®© ¢¥«¨·¨®©  §»¢ ¥²±¿ «¾¡ ¿ ¢¥¹¥-

±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿ � : 
 ! R: � ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬, ¨«¨

7



±°¥¤¨¬ § ·¥¨¥¬ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨»  §»¢ ¥²±¿ ·¨±«®

E� =

X

!2


�(!)P(!):

�¨±¯¥°±¨¥© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨»  §»¢ ¥²±¿ ·¨±«®

D� = E(� � E�)

2

=

X

!2


(�(!) � E�)

2

P(!):

�¯° ¦¥¨¥ 2. �®ª § ²¼, ·²®

E� =

X

a

aPf� = ag;

£¤¥ ±³¬¬  ¡¥°¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ § ·¥¨¿¬ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �;   ±®-

¡»²¨¥ f� = ag = f! : �(!) = ag: � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ ±«³· © ¿

¢¥«¨·¨  ¯°¨¨¬ ¥² ®¤® ¥¤¨±²¢¥®¥ § ·¥¨¥, ¥¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥-

±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ½²¨¬ § ·¥¨¥¬.

�¯° ¦¥¨¥ 3. �®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢  ¬ ²¥¬ ²¨·¥-

±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¨.

1. � ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ ±«³· ©»µ ¢¥-

«¨·¨ ° ¢® «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ ¨µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ¨©:

E(c

1

�

1

+ : : :+ c

m

�

m

) = c

1

E�

1

+ : : :+ c

m

E�

m

:

2. �±«¨ �(!) � �(!) ¤«¿ ¢±¥µ ! 2 
, ²® E� � E�: � · ±²®±²¨, ¥±«¨

ª®±² ²  c ² ª®¢ , ·²® 0 � �(!) � c; ²® E� � c:

3. D(c�) = c

2

D� ¤«¿ «¾¡®© ª®±² ²» c.

� ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ² ª¦¥ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥. �® «¥£ª® ¤®-

ª §»¢ ¥²±¿, ®, ª ª ¬» ³¢¨¤¨¬ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬, ¨£° ¥² ¢ ¦³¾ °®«¼

¢® ¬®£¨µ ° ±±³¦¤¥¨¿µ.

�¥¬¬  1 (�¥° ¢¥±²¢® �¥¡»¸¥¢ ). �«¿ «¾¡®£® " > 0 ¨ «¾-

¡®© ¥®²°¨¶ ²¥«¼®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» u ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¥¥

¥° ¢¥±²¢®:

Pfu � "g �

Eu

"

: (1.3)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿

Eu =

X

!2


u(!)P(!) �

X

!:u(!)�"

u(!)P(!) �

�

X

!:u(!)�"

"P(!) = "Pf! : u(!) � "g;

8



®²ª³¤  ¨ ±«¥¤³¥² (1.3).

�«¥¤±²¢¨¥. �±«¨ u | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ , ²®

¤«¿ «¾¡®£® " > 0

Pfj u� Eu j� "g �

Du

"

2

: (1.4)

�¡®§ ·¨¬ �

i

±«³· ©³¾ ¢¥«¨·¨³, ° ¢³¾ ¥¤¨¨¶¥, ¥±«¨ ¯°¨

i-¬ ¡°®± ¨¨ ¢»¯ « ®°¥«, ¨ ³«¾ ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥: �

i

(!) = x

i

.

�³¤¥¬  §»¢ ²¼ ² ª³¾ ±«³· ©³¾ ¢¥«¨·¨³ ¡¥°³««¨¥¢±ª®©, ª ª ¨

¬¥°³ P ¤«¿ ±«³· ¿ ®¤®£® ¡°®± ¨¿ (®¯°¥¤¥«¥³¾   ¯°®±²° ±²¢¥


 = f0; 1g). �·¥¢¨¤®,

S

n

(!) = x

1

+ : : :+ x

n

= �

1

(!) + : : :+ �

n

(!):

� ¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® i

P(�

i

= 1) = p; P(�

i

= 0) = q;

²® ¥±²¼ ¬¥°  P ¥ § ¢¨±¨² ®² ®¬¥°  i ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨». � ² ª®¬

±«³· ¥ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» �

i

 §»¢ ¾²±¿ ®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥-

»¬¨.

�¯° ¦¥¨¥ 4. �®ª § ²¼, ·²® E�

i

= p; D�

i

= pq:

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  § ª®  ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ¬» µ®²¨¬ ¨±¯®«¼§®-

¢ ²¼ ¥° ¢¥±²¢® �¥¡»¸¥¢ , ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,  ¬ ¥®¡µ®¤¨¬® ¯®¤-

±·¨² ²¼ ¤¨±¯¥°±¨¾ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» S

n

: �«¿ ½²®£®  ¬ ¯® ¤®-

¡¨²±¿ ¯®¿²¨¥ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3. �«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» � ¨ �  §»¢ ¾²±¿ ¥§ -

¢¨±¨¬»¬¨, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡»µ a; b 2 R

Pf� = a; � = bg = Pf� = agPf� = bg: (1.5)

�°¥¤«®¦¥¨¥ 1. �«¿ «¾¡»µ i; j = 1; : : : ; n; i 6= j; ®¯°¥¤¥«¥»¥

¢»¸¥ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» �

i

¨ �

j

¥§ ¢¨±¨¬».

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®¤±·¨² ¥¬, ¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ¯°¨ i-¬

¡°®± ¨¨ ¢»¯ « ®°¥«,   ¯°¨ j-¬ ¡°®± ¨¨ ¢»¯ «  °¥¸ª :

Pf�

i

= 1; �

j

= 0g =

X

!2
:x

i

=1;x

j

=0

p

S

n

(!)

q

n�S

n

(!)

= pq:

� ³¯° ¦¥¨¨ 1 ¬» ¢¨¤¥«¨, ·²®

Pf�

i

= 1g = p; Pf�

j

= 0g = q:
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� ª¨¬ ®¡° §®¬,

Pf�

i

= 1; �

j

= 0g = Pf�

i

= 1gPf�

j

= 0g:

�°®¢¥°¿¿   «®£¨·® ¤«¿ ¤°³£¨µ § ·¥¨© x

i

¨ x

j

; ¯®«³·¨¬ (1.5).

�°¥¤«®¦¥¨¥ 2. �±«¨ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» � ¨ � ¥§ ¢¨±¨¬»,

²® E(��) = E�E�:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿

¨¬¥¥¬:

E(��) =

X

!

�(!)�(!)P (!) =

X

a;b

ab

X

!:�(!)=a;�(!)=b

P(!) =

X

a;b

abPf� = a; � = bg:

� ±¨«³ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ � ¨ � ¯®±«¥¤¥¥ ¢»° ¦¥¨¥ ° ¢®

X

a

aPf� = ag

X

b

bPf� = bg = E�E�:

�¯° ¦¥¨¥ 5. �±«¨ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» �

1

¨ �

2

¥§ ¢¨±¨¬»,

  c

1

¨ c

2

¯°®¨§¢®«¼»¥ ª®±² ²», ²® ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» �

1

� c

1

¨ �

2

� c

2

² ª¦¥ ¥§ ¢¨±¨¬». �®ª § ²¼.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 1. �§ ±¢®©±²¢  «¨¥©®±²¨ ¬ ²¥¬ -

²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿ ¨¬¥¥¬: ES

n

=n = p: �®±¯®«¼§®¢ ¢¸¨±¼ ¥° ¢¥-

±²¢®¬ (1.4), ¯®«³·¨¬

P

�

�

�

�

�

S

n

n

� p

�

�

�

�

� "

�

�

D(S

n

=n)

"

2

: (1.6)

�®¢¼ ¯® «¨¥©®±²¨:

D

�

S

n

n

�

= E

�

S

n

n

� p

�

2

=

E(S

n

� np)

2

n

2

:

�¡®§ ·¨¬ u

i

= �

i

� p; ²®£¤ 

D

�

S

n

n

�

=

1

n

2

E

 

n

X

i=1

u

i

!

2

=

1

n

2

�

n

X

i=1

Eu

2

i

+

X

i 6=j

Eu

i

u

j

�

: (1.7)

� ¬¥²¨¬ (±¬. ³¯° ¦¥¨¥ 4), ·²®

Eu

2

i

= D�

i

= pq: (1.8)
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�«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» u

i

¨ u

j

¥§ ¢¨±¨¬» ¤«¿ i 6= j (±¬. ¯°¥¤«®¦¥¨¥

1 ¨ ³¯° ¦¥¨¥ 5). �®½²®¬³

Eu

i

u

j

= Eu

i

Eu

j

= 0: (1.9)

�®¤±² ¢«¿¿ (1.9) ¨ ( 1.8) ¢ ( 1.7), ¯®«³· ¥¬

D

�

S

n

n

�

=

pq

n

: (1.10)

�®¤±² ¢«¿¿ ²¥¯¥°¼ (1.10) ¢ (1.6), ¯®«³· ¥¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬».

�§ § ª®  ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ±«¥¤³¥², ·²®

Pfn(p� ") � S

n

� n(p+ ")g ! 1; n!1; (1.11)

²® ¥±²¼ ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ n ¢¥°®¿²®±²¼ ¬®¦¥±²¢  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥©

± ² ª¨¬ ·¨±«®¬ ³±¯¥µ®¢ ¡«¨§ª  ª ¥¤¨¨¶¥, ¨ ¢ ½²®¬ ±¬»±«¥ ¯®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼®±²¨, ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ ½²® ¬®¦¥±²¢®, ¿¢«¿¾²±¿ ²¨¯¨·»¬¨.

� ¤ ¤¨¬±¿ ¢®¯°®±®¬:  ±ª®«¼ª® ¬ «  ¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ·¨±«®

³±¯¥µ®¢ ° ¢® [�n]; £¤¥ � 6= p? �®¤®¡®£® °®¤  § ¤ ·¨  §»¢ ¾²±¿

§ ¤ · ¬¨ ® ¡®«¼¸¨µ ³ª«®¥¨¿µ.

�¥®°¥¬  2 (¡®«¼¸¨¥ ³ª«®¥¨¿). �³±²¼ 0 < � < 1; � 6= p:

�®£¤  ¤«¿ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸¨µ n

PfS

n

= [�n]g �

1

p

2��(1� �)n

exp(�n

^

H(p; �)); (1.12)

£¤¥

^

H(p; �) = � ln

�

p

+ (1 � �) ln

1� �

1� p

;

  ±¨¬¢®« � ®§ · ¥², ·²® ®²®¸¥¨¥ ¢¥«¨·¨ ±²°¥¬¨²±¿ ª ¥¤¨¨¶¥

¯°¨ n!1:

� ¬¥· ¨¥ 3. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ P ¡¥°³««¨¥¢±ª³¾ ¬¥°³ ± ¢¥°®-

¿²®±²¼¾ ³±¯¥µ  p;   ·¥°¥§ � ¡¥°³««¨¥¢±ª³¾ ¬¥°³ ± ¢¥°®¿²®±²¼¾

³±¯¥µ  �: �³ª¶¨¿

^

H(p; �)  §»¢ ¥²±¿ ½²°®¯¨¥© ¬¥°» � ®²®±¨-

²¥«¼® ¬¥°» P:

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 2. �«¿ ¯°®±²®²» ¤®ª ¦¥¬ °¥§³«¼² ²

¤«¿ ±«³· ¿ p = 1=2; ª®£¤  ¢±¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ° ¢®¢¥°®¿²»:

P(!) = 2

�n

¨

PfS

n

= [�n]g �

1

p

2��(1� �)n

exp(�n(ln 2�H(�));
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H(�) = �� ln�� (1� �) ln(1� �):

�³ª¶¨¿H(�)  §»¢ ¥²±¿ ½²°®¯¨¥© ¬¥°» �: �  ¥®²°¨¶ ²¥«¼ ,

¢»¯³ª«  ª¢¥°µ³, ° ¢  ³«¾ ¯°¨ � = 0; � = 1 ¨ ¤®±²¨£ ¥² ¬ ª±¨-

¬³¬  ¯°¨ � = 1=2: �¥ ¬®¦® ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ª ª ±²¥¯¥¼ ¥-

®¯°¥¤¥«¥®±²¨ °¥§³«¼² ²  ¯°¨ ¡°®± ¨¨ ¬®¥²» ± ¢¥°®¿²®±²¼¾

³±¯¥µ  �: �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯°¨ � = 0 ¯®¿¢«¿¥²±¿ ²®«¼ª® °¥¸ª ,  

¯°¨ � = 1 ²®«¼ª® ®°¥« ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨ª ª®© ¥®¯°¥¤¥«¥®±²¨

¥². �±«¨ ¦¥ � = 1=2; ¯®¿¢«¥¨¥ ®°«  ¨ °¥¸ª¨ ®¤¨ ª®¢® ¢¥°®¿²®,

¨ ¢ ½²®¬ ±¬»±«¥ ¥®¯°¥¤¥«¥®±²¼ °¥§³«¼² ²  ¬ ª±¨¬ «¼ .

�¬¥¥¬:

PfS

n

= [�n]g = 2

�n

C

[�n]

n

= 2

�n

n!

[�n]!(n� [�n])!

: (1.13)

�®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¤ «¥¥ ¨§¢¥±²®© ´®°¬³«®© �²¨°«¨£ :

n! =

p

2�nn

n

e

�n

(1 +R(n)); (1.14)

£¤¥ R(n)! 0 ¯°¨ n!1: �®£¤ 

n!

[�n]!(n� [�n])!

� (1.15)

�

p

2�nn

n

e

�n

p

2�[�n][�n]

[�n]

e

�[�n]

p

2�(n� [�n])(n� [�n])

n�[�n]

e

�(n�[�n])

:

�¡° ¢ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ (1.15) § ª¨ ¶¥«®© · ±²¨ ¨ ¯°®¨§¢¥¤¿ ¥®¡µ®-

¤¨¬»¥ ±®ª° ¹¥¨¿, ¯®«³·¨¬, ¢¥°³¢¸¨±¼ ª (1.13):

PfS

n

= [�n]g �

1

p

2��(1� �)n

2

�n

�

��n

(1� �)

�(1��)n

;

®²ª³¤  ¨ ±«¥¤³¥² ²¥®°¥¬  2.

� ¬¥· ¨¥ 4. �§ ²¥®°¥¬» 2 ¢ · ±²®±²¨ ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨

p = 1=2 ¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ·¨±«® ¥¤¨¨¶ ¢ ²®·®±²¨ ° ¢®

·¨±«³ ³«¥©, ¢¥±¼¬  ¬ «  (® ¥ ½ª±¯®¥¶¨ «¼® ¬ « ) ¯°¨ ¡®«¼-

¸¨µ (·¥²»µ) n: � ¨¬¥®, ¯³±²¼ n = 2k: �®£¤ 

PfS

n

= kg �

1

p

�k

:

� ¯®¬®¹¼¾ ´®°¬³«» �²¨°«¨£  ¬®¦® ¯®«³· ²¼ ² ª¦¥ ¡®«¥¥

 ªª³° ²»¥ ®¶¥ª¨. � ¤ ¤¨¬±¿ ¢®¯°®±®¬, ª ª®¢  ¢¥°®¿²®±²¼ ²®-

£®, ·²® ·¨±«® ³±¯¥µ®¢ ¢ ±¥°¨¨ ¤«¨» n ° ¢® np+ x:
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�¥®°¥¬  3 (�®ª «¼ ¿ ¯°¥¤¥«¼ ¿ ²¥®°¥¬ ). �³±²¼ 0 <

p < 1: �®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® x ² ª®£®, ·²® pn+ x ¥±²¼ ¶¥«®¥ ¥®²°¨¶ -

²¥«¼®¥ ·¨±«® ¨ x = O(n

1=2

)

PfS

n

= pn+ xg �

1

p

2�npq

exp

�

�

x

2

2npq

�

(1.16)

¯°¨ n!1:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ ³¯°®¹¥¨¿ ¢»·¨±«¥¨© ¤®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³

¤«¿ ±«³· ¿ p = 1=2: �®±¯®«¼§³¥¬±¿ ´®°¬³«®© �²¨°«¨£ :

PfS

n

=

n

2

+ xg = 2

�n

C

(n=2)+x

n

= 2

�n

n!

(n=2 + x)!(n=2� x)!

�

� 2

�n

n

n

e

�n

e

�(n=2+x)

e

�(n=2�x)

�

n

2

+ x

�

(n=2+x)

�

n

2

� x

�

(n=2�x)

�

�

p

2�n

p

2�(n=2 + x)

p

2�(n=2� x)

=

=

2

�n

n

n

p

2�(1=4)(n� (4x

2

=n))

�

n

2

+ x

�

�(n=2+x)

�

n

2

� x

�

�(n=2�x)

�

�

r

2

�n

�

1 +

2x

n

�

�(n=2+x)

�

1�

2x

n

�

�(n=2�x)

:

�®±ª®«¼ª³ x = O(n

1=2

); ²® ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ n

1 +

2x

n

� exp

�

2x

n

�

; 1�

2x

n

� exp

�

�

2x

n

�

;

¨ ¯®½²®¬³

�

1 +

2x

n

�

�x

�

1�

2x

n

�

x

� exp

�

�

4x

2

n

�

:

� «¥¥,

�

1 +

2x

n

�

�

n

2

�

1�

2x

n

�

�

n

2

=

�

1�

4x

2

n

2

�

�

n

2

� exp

�

2x

2

n

�

:

�ª®· ²¥«¼® ¯®«³· ¥¬:

PfS

n

=

n

2

+ xg �

r

2

�n

exp

�

�

2x

2

n

�

:

�¨²¥° ²³° 

�¥««¥° �. �¢¥¤¥¨¥ ¢ ²¥®°¨¾ ¢¥°®¿²®±²¥© ¨ ¥¥ ¯°¨«®¦¥¨¿.

�., �¨°, 1984. �®¬ 1, £« ¢» 1, 4, 7, 9, 10.
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�¥ª¶¨¿ 2

�ª±¨®¬ ²¨ª  �®«¬®£®°®¢ 

� ¯°®¸«®© «¥ª¶¨¨ ¬» § ¨¬ «¨±¼ ª®¥·»¬¨ ¨«¨ ±·¥²»¬¨ ¢¥-

°®¿²®±²»¬¨ ¯°®±²° ±²¢ ¬¨. �®·ª¨  §»¢ «¨±¼ ½«¥¬¥² °»¬¨

±®¡»²¨¿¬¨, «¾¡®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¡»«® ®¡º¿¢«¥® ±®¡»²¨¥¬. � ±«³-

· ¥ ¥±·¥²®£® ¯°®±²° ±²¢  ¥¢®§¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¥±²¥±²¢¥»¬

®¡° §®¬ ¢¥°®¿²®±²¼ «¾¡®£® ¯®¤¬®¦¥±²¢ . � ¬»© ¥±²¥±²¢¥»©

¨ ¸¨°®ª® ¯°¨¬¥¿¥¬»© ¢  ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ ±¯®±®¡ ¢¢¥±²¨ ¢¥°®¿²-

®±²¼   · ±²¨ ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¤ ¥²  ª±¨®¬ ²¨ª  �®«¬®£®°®¢ , ±®-

±²®¿¹ ¿ ¨§ ¯°¨¢®¤¨¬»µ ¨¦¥ ®¯°¥¤¥«¥¨©.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1. �³±²¼ ¨¬¥¥²±¿ ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¬®¦¥±²¢® (¯°®-

±²° ±²¢®) 
: �¨±²¥¬  � ¥£® ¯®¤¬®¦¥±²¢  §»¢ ¥²±¿  «£¥¡°®©

(¯®¤¬®¦¥±²¢), ¥±«¨ ¢»¯®«¥» ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿.

1. �±«¨ A 2 �; ²® ¥£® ¤®¯®«¥¨¥

�

A = 
 nA ² ª¦¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨²

�:

2. �±«¨ A ¨ B ¯°¨ ¤«¥¦ ² �; ²® ¨µ ®¡º¥¤¨¥¨¥ ¨ ¯¥°¥±¥·¥-

¨¥ ² ª¦¥ ¯°¨ ¤«¥¦ ² �: (�° ²ª® ¬®¦® ±ª § ²¼, ·²®  «£¥¡° 

§ ¬ª³²  ®²®±¨²¥«¼® ®¯¥° ¶¨© ª®¥·®£® ®¡º¥¤¨¥¨¿ ¨ ¯¥°¥±¥-

·¥¨¿.)

3. �³±²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ; ¯°¨ ¤«¥¦¨² �:

�¯° ¦¥¨¥ 1. �®ª § ²¼, ·²®:

 ) ¢¬¥±²® ³±«®¢¨¿ 2 ¤®±² ²®·® ¯®²°¥¡®¢ ²¼, ·²®¡» ²®«¼ª® ¯¥-

°¥±¥·¥¨¥ A \B ¯°¨ ¤«¥¦ «® �;

¡) ¥±«¨ A

1

; : : : ; A

k

¯°¨ ¤«¥¦ ² �; ²® \

k

i=1

A

i

2 � ¨ [

n

i=1

A

i

2 �:

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2. �³ª¶¨¿ P = P(A)    «£¥¡°¥ �; ¯°¨¨¬ ¾-

¹ ¿ § ·¥¨¿ ¢ [0; 1];  §»¢ ¥²±¿ ª®¥·®- ¤¤¨²¨¢®© ¢¥°®¿²®±²-

®© ¬¥°®© (¨«¨ ª®¥·®- ¤¤¨²¨¢®© ¢¥°®¿²®±²¼¾), ¥±«¨ ¤«¿ «¾-

¡»µ ¤¢³µ ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¬®¦¥±²¢ A ¨ B ¨§ �; A \B = ;;

P(A [B) = P(A) + P(B) (2.1)

¨

P(
) = 1:
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�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3. �«£¥¡°  ¯®¤¬®¦¥±²¢ 
  §»¢ ¥²±¿ �- «£¥¡-

°®©, ¥±«¨ ®  § ¬ª³²  ®²®±¨²¥«¼® ¢§¿²¨¿ ±·¥²®£® ·¨±«  ¯¥°¥±¥-

·¥¨©. �«¥¬¥²» �- «£¥¡°» (².¥. ¯®¤¬®¦¥±²¢ , ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ �- «-

£¥¡°³)  §»¢ ¾²±¿ ±®¡»²¨¿¬¨. � °  (
;�); £¤¥ � ¥±²¼ �- «£¥¡° 

¯®¤¬®¦¥±²¢ 
,  §»¢ ¥²±¿ ¨§¬¥°¨¬»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4. �³±²¼ ª ¦¤®¬³ ¯®¤¬®¦¥±²¢³ A; ¯°¨ ¤«¥-

¦ ¹¥¬³ ¥ª®²®°®© �- «£¥¡°¥ � ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¬®¦¥±²¢  
; ±®¯®-

±² ¢«¥® ·¨±«® P(A); 0 � P(A) � 1: �³ª¶¨¿ P(A)  §»¢ ¥²±¿ ¢¥-

°®¿²®±²®© ¬¥°®© (¨«¨ ¯°®±²® ¢¥°®¿²®±²¼¾), ¥±«¨ ¢»¯®«¥»

±«¥¤³¾¹¨¥ ¤¢  ³±«®¢¨¿.

1. �·¥² ¿  ¤¤¨²¨¢®±²¼. �¥°  ®¡º¥¤¨¥¨¿ ±·¥²®£® ·¨±« 

¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ±®¡»²¨© ° ¢  ±³¬¬¥ ¨µ ¬¥°:

P

�

1

[

i=1

A

i

�

=

1

X

i=1

P(A

i

); ¥±«¨ A

i

\A

j

= ;; i 6= j:

2. �®°¬¨°®¢ª : P(
) = 1:

�°®©ª  (
;�;P)  §»¢ ¥²±¿ ¢¥°®¿²®±²»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬.

� ¬¥· ¨¥ 1. � ¯¥°¢®© «¥ª¶¨¨, ° ±±¬ ²°¨¢ ¿ ª®¥·®¥ ¯°®-

±²° ±²¢® 
; ¬»  §»¢ «¨ ¢¥°®¿²®±²»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ ¯ °³

(
;P); ¯®¤° §³¬¥¢ ¿, ·²® � ¥±²¼  «£¥¡°  ¢±¥µ ¯®¤¬®¦¥±²¢ 
:

� ¬¥· ¨¥ 2. �¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ±«¥¤³¥², ·²®

1) P (;) = 0;

2) �±«¨ A � B; ²® P (A) � P (B);

3) P (A [B) � P (A) + P (B):

�¯° ¦¥¨¥ 2. �®ª § ²¼, ·²® ±¢®©±²¢® ±·¥²®©  ¤¤¨²¨¢®±²¨

½ª¢¨¢ «¥²® «¾¡®¬³ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ±¢®©±²¢ ¥¯°¥°»¢®±²¨:

 ) ¤«¿ «¾¡®© ¡¥±ª®¥·®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ fA

i

g ° ±¸¨°¿¾-

¹¨µ±¿ ¬®¦¥±²¢ ¨§ � (².¥. ² ª¨µ, ·²® A

i

� A

i+1

¤«¿ ¢±¥µ i )

lim

i!1

P(A

i

) = P

�

1

[

i=1

A

i

�

;

¡) ¤«¿ «¾¡®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ fA

i

g ¢«®¦¥»µ ¬®¦¥±²¢ ¨§

� (².¥. ² ª¨µ, ·²® A

i

� A

i+1

¤«¿ ¢±¥µ i )

lim

i!1

P(A

i

) = P

�

1

\

i=1

A

i

�

:

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5. �¥¹¥±²¢¥ ¿ ´³ª¶¨¿ �(!) : 
 ! R  §»-

¢ ¥²±¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨®©, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® ·¨±«  x ¬®¦¥±²¢®

15



f! : �(!) < xg ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡»²¨¥¬, ².¥. ¯°¨ ¤«¥¦¨² �- «£¥¡°¥ �:

�  ¿§»ª¥ ²¥®°¨¨ ´³ª¶¨© ² ª ¿ ´³ª¶¨¿  §»¢ ¥²±¿ ¨§¬¥°¨¬®©

®²®±¨²¥«¼® �- «£¥¡°» �:

�°¨¬¥°. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ A ±¨±²¥¬³ ¬®¦¥±²¢   ¯°¿¬®©, ª -

¦¤®¥ ¨§ ª®²®°»µ ¥±²¼ ª®¥· ¿ ±³¬¬  ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¨²¥°¢ -

«®¢ ¢¨¤  (a; b]; �1 � a < b � 1 :

A 2 A; ¥±«¨ A =

n

X

i=1

(a

i

; b

i

]; n <1:

�ª«¾·¨¬ ¢ A ² ª¦¥ ¯³±²®¥ ¬®¦¥±²¢®. �¥²°³¤® ¢¨¤¥²¼, ·²®

±¨±²¥¬  A ¿¢«¿¥²±¿  «£¥¡°®©. �¡®§ ·¨¬ B(R)  ¨¬¥¼¸³¾ �-

 «£¥¡°³, ±®¤¥°¦ ¹³¾  «£¥¡°³ A: (�®ª § ²¼, ·²® ² ª ¿ �- «£¥¡° 

±³¹¥±²¢³¥².) �²  �- «£¥¡°   §»¢ ¥²±¿ ¡®°¥«¥¢±ª®©,   ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢

¥¥ ¬®¦¥±²¢  | ¡®°¥«¥¢±ª¨¬¨.

� ¥ª®²®°»µ ±«³· ¿µ ¡®«¥¥ ³¤®¡»¬ ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ½ª¢¨-

¢ «¥²®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨».

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5

0

. �³ª¶¨¿ � = �(!)  §»¢ ¥²±¿ ±«³· ©®© ¢¥-

«¨·¨®©, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® B 2 B(R)

�

�1

(B) � f! : �(!) 2 Bg 2 �:

�ª¢¨¢ «¥²®±²¼ ¤¢³µ ®¯°¥¤¥«¥¨© «¥£ª® ±«¥¤³¥² ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ

µ®°®¸® ¨§¢¥±²»µ ´ ª²®¢ ²¥®°¨¨ ¬¥°».

1. �¨±²¥¬  ¯®«³¡¥±ª®¥·»µ ¨²¥°¢ «®¢ I = f (�1; x); x 2

R g ¯®°®¦¤ ¥² �- «£¥¡°³ B(R) ¡®°¥«¥¢±ª¨µ ¬®¦¥±²¢   ¯°¿¬®©,

².¥.  ¨¬¥¼¸ ¿ �- «£¥¡°  �(I), ±®¤¥°¦ ¹ ¿ ±¨±²¥¬³ ¬®¦¥±²¢ I;

±®¢¯ ¤ ¥² ± B(R).

2. �³±²¼ E | ¥ª®²®° ¿ ±¨±²¥¬  ¬®¦¥±²¢ ² ª ¿, ·²® �(E) =

B(R). �«¿ ²®£®, ·²®¡» ¥ª®²®° ¿ ´³ª¶¨¿ � = �(!) ¡»«  ¨§¬¥°¨-

¬®©, ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·®, ·²®¡»

f! : �(!) 2 Eg 2 �

¤«¿ ¢±¥µ E 2 E .

(�®ª § ²¥«¼±²¢® ¬®¦®  ©²¨,  ¯°¨¬¥°, ¢ ª¨£¥ �¨°¿¥¢ , £« -

¢  II, x4.)

�³ª¶¨¿ ' : R ! R  §»¢ ¥²±¿ ¡®°¥«¥¢±ª®©, ¥±«¨ ®  ¥±²¼

¨§¬¥°¨¬®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¨§¬¥°¨¬®£® ¯°®±²° ±²¢  (R;B(R)) ¢ ±¥¡¿,

².¥. ¤«¿ «¾¡®£® B 2 B(R) ¨¬¥¥² ¬¥±²® '

�1

(B) 2 B(R). � ¯°¨¬¥°,

¢±¥ ¥¯°¥°»¢»¥ ´³ª¶¨¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¡®°¥«¥¢±ª¨¬¨.
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�°¥¤«®¦¥¨¥ 1. �³±²¼ � | ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ ,   ' | ¡®°¥-

«¥¢±ª ¿ ´³ª¶¨¿. �®£¤  � = '(�) | ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ª ª � = ' � �, ²® �

�1

(B) = �

�1

('

�1

(B))

¤«¿ ¢±¥µ B. �®§¼¬¥¬ ¯°®¨§¢®«¼®¥ B 2 B(R). �®±ª®«¼ª³ '| ¡®°¥-

«¥¢±ª ¿, ¨¬¥¥¬ '

�1

(B) 2 B(R). �®±ª®«¼ª³ � | ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ ,

¯®«³· ¥¬ �

�1

(B) = �

�1

('

�1

(B)) 2 F .

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 6. � ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬ E� ±«³· ©®©

¢¥«¨·¨» �(!)  §»¢ ¥²±¿ ¨²¥£° « �¥¡¥£ :

R




�(!)dP (!):

� ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¨²¥£° «  �¥¡¥£ . �¤-

 ª® ¢ ¡«¨¦ ©¸¨µ «¥ª¶¨¿µ  ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ²®«¼ª® ¨²¥£° « �¥-

¡¥£  ®² ª³±®·®-¯®±²®¿»µ ´³ª¶¨©, ².¥. ² ª¨µ, ·²® ±³¹¥±²¢³¥²

° §¡¨¥¨¥ 
 = [A

i

  ª®¥·®¥ ·¨±«® ¯®¯ °® ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿

¬®¦¥±²¢ A

i

2 �; ² ª ·²® �(!) ¯®±²®¿  (¨ ° ¢  ¥ª®²®°®¬³ c

i

)

  ª ¦¤®¬ A

i

: � ª¨¥ ´³ª¶¨¨  §»¢ ¾²±¿ ¨®£¤  ¯°®±²»¬¨. �

½²®¬ ±«³· ¥ ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾

E� =

Z




�(!)dP(!) =

X

i

c

i

P(A

i

):

�µ¥¬  �¥°³««¨

�³±²¼ 
 | ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¡¥±ª®¥·»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© !

³«¥© ¨ ¥¤¨¨¶, ².¥. ! = (x

1

; : : : ; x

i

; : : :); x

i

= 0 ¨«¨ 1;   ¨¤¥ª±

i ¯°®¡¥£ ¥² ¢±¥ ¶¥«»¥ ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ·¨±« . � ¦¤®© ²®·ª¥ !

n

=

(x

1

; : : : ; x

n

) ¯°®±²° ±²¢  


(n)

; ¯®±²°®¥®£® ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥ª¶¨¨

(®¯¨±»¢ ¾¹¥£® n ¨±¯»² ¨© �¥°³««¨), ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¯®¤¬®¦¥-

±²¢® ¬®¦¥±²¢  
; ª®²®°®¥ ¬» ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ²®© ¦¥ ¡³ª¢®©

!

n

| ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© !; ¯¥°¢»¥ n ª®®°¤¨ ²

ª®²®°»µ ±®¢¯ ¤ ¾² ± ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼¾ !

n

: �» ¯®«³· ¥¬ ° §-

¡¨¥¨¥ 
   2

n

¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢. �¡º¥¤¨¥¨¿ ¢±¥-

¢®§¬®¦»µ !

n

®¡° §³¾²  «£¥¡°³ �

n

; ¨§®¬®°´³¾  «£¥¡°¥ ¢±¥µ ¯®¤-

¬®¦¥±²¢ ¯°®±²° ±²¢  


(n)

: �®½²®¬³ ¢¥°®¿²®±²¼ P = P

(n)

; ¢¢¥-

¤¥ ¿ ° ¥¥   


(n)

; ¿¢«¿¥²±¿ ¢ ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ ª®¥·®- ¤¤¨²¨¢®©

¢¥°®¿²®±²®© ¬¥°®©   �

n

: �°¨ ½²®¬ P

(n)

(!

n

) = p

k

q

n�k

; £¤¥ k |

·¨±«® ¥¤¨¨¶ ¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ !

n

:

�¯° ¦¥¨¥ 3. �®ª § ²¼, ·²® ¯°¨ m < n  «£¥¡°  �

m

¿¢«¿¥²±¿

¯®¤ «£¥¡°®© �

n

; ¨ ¬¥°» P

(m)

¨ P

(n)

±®¢¯ ¤ ¾²   �

m

:

� ¬ µ®²¥«®±¼ ¡» ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¬¥°³ P   ¢±¥®¡º¥¬«¾¹¥¬ ¯°®-

±²° ±²¢¥ 
 ² ª³¾, ·²®   �

n

®  ±®¢¯ ¤ «  ¡» ± P

(n)

: � ·¥¬ ½²®
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³¦®, ¬» ³¢¨¤¨¬ ¤ «¼¸¥,   ¤¥« ¥²±¿ ½²® ± ¯®¬®¹¼¾ ±«¥¤³¾¹¥©

²¥®°¥¬», ª®²®°³¾ ¬» ¯°¨¢®¤¨¬ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ .

�¥®°¥¬  1 (�¥®°¥¬  ® ¯°®¤®«¦¥¨¨¬¥°»). �³±²¼ ¢ 
 ¤  

 «£¥¡°  ¬®¦¥±²¢ �

0

¨ ª®¥·®- ¤¤¨²¨¢ ¿ ¢¥°®¿²®±² ¿ ¬¥°   

¥©, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ®¤®¬³ ¨§ ¤¢³µ ±«¥¤³¾¹¨µ ½ª¢¨¢ «¥²»µ

³±«®¢¨© (±¬. «¥¬¬³ 1).

1. �·¥² ¿  ¤¤¨²¨¢®±²¼: ¤«¿ «¾¡®© ¡¥±ª®¥·®© ±¨±²¥¬» ¯®-

¯ °® ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¬®¦¥±²¢ A

1

; A

2

; : : : ¨§ �

0

² ª¨µ, ·²® ¨µ

®¡º¥¤¨¥¨¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² �

0

;

P(

1

[

i=1

A

i

) =

1

X

i=1

P(A

i

):

2. �¥¯°¥°»¢®±²¼: ¥±«¨ ¨¬¥¥²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ³¡»¢ ¾-

¹¨µ ¬®¦¥±²¢ A

1

� A

2

� : : : ¨§ �

0

² ª ¿, ·²® ¨µ ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ¯³±²®,

\A

i

= ;; ²® P(A

i

)! 0 ¯°¨ i!1:

�®£¤  ½²  ¬¥°  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¥¤¨±²¢¥»¬ ®¡° §®¬ ¯°®¤®«¦¥ 

¤® ¢¥°®¿²®±²®© ¬¥°»   ¬¨¨¬ «¼®© �- «£¥¡°¥ �; ±®¤¥°¦ ¹¥©

�

0

:

� ¯¥°¢®¬ ³±«®¢¨¨ ½²®© ²¥®°¥¬» ¥±²¼ ²®ª¨© ¯³ª²: ¥±«¨ ¬®¦¥-

±²¢  A

i

; ®¡° §³¾¹¨¥ ±·¥²®¥ ±¥¬¥©±²¢®, ¯°¨ ¤«¥¦ ² �

0

¨ ¯®¯ °®

¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿, ²® ¢®¢±¥ ¥ ®¡¿§ ²¥«¼®, ·²® ¨µ ®¡º¥¤¨¥¨¥ ¯°¨-

 ¤«¥¦¨²  «£¥¡°¥ �

0

: �® ¬» ²°¥¡³¥¬ ¢»¯®«¥¨¥ ±«¥¤³¾¹¥£® ±¢®©-

±²¢ : ¥±«¨ ®® ¯°¨ ¤«¥¦¨², ²® ¥£® ¬¥°  ° ¢  ±³¬¬¥ ¬¥° A

i

:

�¥¬¬  1. �³±²¼ § ¤   ª®¥·®- ¤¤¨²¨¢ ¿ ¢¥°®¿²®±² ¿

¬¥°  P    «£¥¡°¥ �

0

: �®£¤  ±¢®©±²¢  ±·¥²®©  ¤¤¨²¨¢®±²¨ ¨ ¥-

¯°¥°»¢®±²¨ ¨§ ²¥®°¥¬» 1 ½ª¢¨¢ «¥²».

�®ª § ²¥«¼±²¢®.

1. �¥¯°¥°»¢®±²¼ + ª®¥· ¿  ¤¤¨²¨¢®±²¼ ) ±·¥² ¿  ¤¤¨-

²¨¢®±²¼. �³±²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¬®¦¥±²¢ fB

n

g ² ª®¢ , ·²®

B

i

\B

j

= ; ¯°¨ i 6= j ¨ B = [B

i

2 �

0

: �¡®§ ·¨¬ A

n

= B n ([

n

i=1

B

i

):

�®£¤ , ®·¥¢¨¤®, ¤«¿ «¾¡®£® n A

n+1

� A

n

¨ \

1

n=1

A

n

= ;: � ±¨«³

±¢®©±²¢  ¥¯°¥°»¢®±²¨ P(A

i

)! 0 ¯°¨ i!1;   ½²® ®§ · ¥², ·²®

P(B) �

n

X

i=1

P(B

i

)! 0; n!1;

²® ¥±²¼

1

X

i=1

P(B

i

) = P (B):
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2. �·¥² ¿  ¤¤¨²¨¢®±²¼ ) ¥¯°¥°»¢®±²¼. �³±²¼ § ¤   ¯®-

±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¢«®¦¥»µ ¬®¦¥±²¢ A

1

� A

2

� : : : ¨§ �

0

± ¯³-

±²»¬ ¯¥°¥±¥·¥¨¥¬ \A

i

= ;: � ±±¬®²°¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¬®-

¦¥±²¢ B

i

; B

i

= A

i

n A

i�1

: �·¥¢¨¤®, B

i

\ B

j

= ; ¯°¨ i 6= j: �°®¬¥

²®£®, ¯®±ª®«¼ª³ \

1

n=1

A

n

= ;; ²® [

1

i=1

B

i

= A

1

: � ±¨«³ ±·¥²®©  ¤¤¨-

²¨¢®±²¨

1

X

i=1

P(B

i

) = P(A

1

):

�® ¯®±ª®«¼ª³

n

X

i=1

P(B

i

) = P([

n

i=1

B

i

) = P(A

1

nA

n

) = P(A

1

) � P(A

n

);

²®

P(A

n

) = P(A

1

) �

n

X

i=1

P(B

i

)! 0

¯°¨ n!1:

� ¬¥· ¨¥ 3. �¢®©±²¢® ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¬®¦® ½ª¢¨¢ «¥²»¬

®¡° §®¬ ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ² ª. �«¿ «¾¡®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¢«®-

¦¥»µ ¬®¦¥±²¢ A

1

� A

2

� : : : ¨§ �

0

, ² ª®© ·²® \

1

n=1

A

n

= A 2 �

0

;

P(A

n

)! P(A) ¯°¨ n!1: (�¯° ¦¥¨¥: ¤®ª § ²¼ ½²®.)

�¯°¥¤¥«¨¬ �

0

ª ª ®¡º¥¤¨¥¨¥ ¢±¥µ �

n

, ².¥. ª ª ±¨±²¥¬³ ¬®-

¦¥±²¢, ±®¤¥°¦ ¹³¾ ¢±¥ ½«¥¬¥²» ª ¦¤®© ¨§ �

n

: �·¥¢¨¤®, ·²® �

0

 «£¥¡° . �¯°¥¤¥«¨¬ ´³ª¶¨¾ P   ½«¥¬¥² µ �

0

² ª. �³±²¼ A 2 �

0

;

²®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² n ² ª®¥, ·²® A 2 �

n

: �®«®¦¨¬ P(A) = P

(n)

(A):

�¯° ¦¥¨¥ 3 ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ² ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ª®°°¥ª²®, ².¥.

¥±«¨ A ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª ½«¥¬¥² ° §»µ �

n

¨ �

m

; ²® P(A)

®¤  ¨ ²  ¦¥. � ¬¥²¨¬, ·²® P(;) = 0; ¯®½²®¬³ P(
) = 1: �§ ³¯° ¦-

¥¨¿ 3 ±«¥¤³¥² ² ª¦¥, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ª®¥·®© ±¨±²¥¬» ¬®¦¥±²¢

¨§ �

0

 ©¤¥²±¿ n ² ª®¥, ·²® ¢±¥ ®¨ ¯°¨ ¤«¥¦ ² �

n

: �® ¢¥°®¿²-

®±²¼ P

(n)

¯® ¯®±²°®¥¨¾ ª®¥·®- ¤¤¨²¨¢ , ¯®½²®¬³ ¨ P ¿¢«¿¥²±¿

ª®¥·®- ¤¤¨²¨¢®© ¢¥°®¿²®±²®© ¬¥°®©   (
;�

0

):

�¥®°¥¬  2. �¯°¥¤¥«¥ ¿ ¢»¸¥ ¡¥°³««¨¥¢±ª ¿ ¬¥°  P   �

0

³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾ ²¥®°¥¬» ® ¯°®¤®«¦¥¨¨ ¬¥°».

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ § ¤   ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ fA

n

g ¢«®-

¦¥»µ ¬®¦¥±²¢, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ �

0

. �®ª ¦¥¬, ·²® ¯¥°¥±¥·¥¨¥

½²¨µ ¬®¦¥±²¢ ¢±¥£¤  ¥ ¯³±²®. � ±±¬®²°¨¬ ¯¥°¢®¥ ¬®¦¥±²¢® A

1

½²®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨. �® ¯°¨ ¤«¥¦¨² �

0

, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,  ©-

¤¥²±¿ ®¬¥°N ² ª®©, ·²®A

1

2 �

N

:�²® ®§ · ¥², ·²®A

1

= [

m

k=1

!

k

N

;
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£¤¥ !

k

N

¥±²¼ ¬®¦¥±²¢® ¡¥±ª®¥·»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ± ´¨ª±¨-

°®¢ »¬¨ ¯¥°¢»¬¨ N ª®®°¤¨ ² ¬¨. �®±ª®«¼ª³ ª ¦¤®¥ ¨§ ¯®±«¥-

¤³¾¹¨µ ¬®¦¥±²¢ A

i

; i > 1; ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢®¬ ¬®¦¥±²¢ 

A

1

; ²® ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ¨µ  ©¤¥²±¿ ²®·ª , ¯°¨ ¤«¥¦ ¹ ¿ ª ª®¬³-

«¨¡® ¨§ ¬®¦¥±²¢ !

k

N

(²® ¥±²¼ ¡¥±ª®¥· ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ¯¥°-

¢»¥ N ª®®°¤¨ ² ª®²®°®© ±®¢¯ ¤ ¾² ± ¯¥°¢»¬¨ N ª®®°¤¨ ² ¬¨

ª ª®£®-²® ¨§ !

k

N

). �®±ª®«¼ª³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¢«®¦¥»µ ¬®-

¦¥±²¢ ¡¥±ª®¥· ,   ¬®¦¥±²¢ !

k

N

ª®¥·®¥ ·¨±«®, ²®  ©¤³²±¿ ¡¥±-

ª®¥· ¿ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼A

n

(1)

1

; A

n

(1)

2

; : : : ; A

n

(1)

p

; : : : ; ¯®±«¥¤®-

¢ ²¥«¼®±²¨ fA

n

g ¨ ®¬¥° k

1

; ² ª¨¥, ·²® ª ¦¤®¥ ¨§ ¬®¦¥±²¢ ½²®©

¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ±®¤¥°¦¨² ²®·ª³, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹³¾ !

k

1

N

: � ±-

±¬®²°¨¬ ¯¥°¢»© ½«¥¬¥² A

n

(1)

1

½²®© ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¨ ¯®¢²®-

°¨¬ ¯°¥¤»¤³¹¨¥ ° ±±³¦¤¥¨¿. � ©¤¥²±¿, ®·¥¢¨¤®, ¬®¦¥±²¢® !

M

;

£¤¥ M > N; ¨ ¡¥±ª®¥· ¿ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ A

n

(2)

1

; A

n

(2)

2

; : : : ;

A

n

(2)

p

; : : : ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ A

n

(1)

1

; A

n

(1)

2

; : : : ; A

n

(1)

p

; : : : ; ² ª¨¥, ·²®

ª ¦¤®¥ ¨§ ¬®¦¥±²¢ A

n

(2)

p

±®¤¥°¦¨² ²®·ª³, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹³¾ !

M

.

�³¤¥¬ ¯®¢²®°¿²¼ ®¯¨± ³¾ ±µ¥¬³ ¨ ¯®±²°®¨¬ ¡¥±ª®¥·³¾ ¯®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼®±²¼ !; ¯¥°¢»¥ N ª®®°¤¨ ² ª®²®°®© ±®¢¯ ¤ ¾² ± !

N

,

±«¥¤³¾¹¨¥ M � N ª®®°¤¨ ² ±®¢¯ ¤ ¾² ± !

M

; ¨ ².¤. �®£¤ , ®·¥-

¢¨¤®, ! 2 \

1

n=1

A

n

:

� «¥¥, ¥±«¨ fA

n

g| ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¬®¦¥±²¢

¨§ �

0

, ²® A = \A

n

=2 �

0

: � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¥±«¨ ¡» A 2 �

0

; ²® A

n

nA 2 �

0

¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ fA

n

n Ag ¨¬¥«  ¡» ¯³±²®¥ ¯¥°¥±¥·¥¨¥, ·¥£®

¡»²¼ ¥ ¬®¦¥². � ª¨¬ ®¡° §®¬, ³±«®¢¨¥ ²¥®°¥¬» ® ¯°®¤®«¦¥¨¨

¬¥°» ¢»¯®«¿¥²±¿.

�® ²¥®°¥¬¥ ® ¯°®¤®«¦¥¨¨ ¬¥°» ¬¥°  P ®¤®§ ·® ¯°®¤®«¦ -

¥²±¿   ¬¨¨¬ «¼³¾ �- «£¥¡°³ �; ±®¤¥°¦ ¹³¾ �

0

: �®¢®°¿², ·²® �

¥±²¼ �- «£¥¡° , ¯®°®¦¤¥ ¿ ¬®¦¥±²¢ ¬¨ !

n

:

�² ª, ¬» ¯®±²°®¨«¨ ¢¥°®¿²®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢® (
;�;P),  -

§»¢ ¥¬®¥ ±µ¥¬®© �¥°³««¨ (¨±¯»² ¨¿¬¨ �¥°³««¨). �¥¯¥°¼ ¬»

®²¢¥²¨¬   ¢®¯°®±, § ·¥¬ ³¦  ¬¥°  P   ¢±¥¬ 
: �¥«® ¢ ²®¬, ·²®

¬®£¨¥ ±®¡»²¨¿, ª®²®°»¥ ¥±²¥±²¢¥® ¢®§¨ª ¾² ¢  ¸¥¬ ¢®®¡° -

¦¥¨¨ ¨ ¢ ª®ª°¥²»µ ´¨§¨·¥±ª¨µ ¨ ¤°³£¨µ  ³ª µ, ¥ ¯°¨ ¤«¥-

¦ ²  «£¥¡°¥ �

0

:

�°¨¬¥°». �³²¼ ¯°¨¬¥°®¢ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¬» ¯°¨¡«¨¦ ¥¬

±®¡»²¨¿ ¨§ �- «£¥¡°» ¬®¦¥±²¢ ¬¨ ¨§  «£¥¡°» ¨ ¨±¯®«¼§³¥¬ ¯°¨

½²®¬ ²¥®°¥¬³ ® ¯°®¤®«¦¥¨¨ ¬¥°».

1. �¥¬³ ° ¢  ¢¥°®¿²®±²¼, ·²® ¯°¨ ¡¥±ª®¥·®¬ ·¨±«¥ ¡°®± ¨©

¬®¥²» ¢»¯ ¤³² ®¤¨ £¥°¡», ².¥. ·¥¬³ ° ¢  ¢¥°®¿²®±²¼ ²®·ª¨
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(1; 1; : : :)? � ±±¬®²°¨¬ ¬®¦¥±²¢ 

A

n

= f! : x

1

= 1; : : : ; x

n

= 1g:

�·¥¢¨¤®, ®¨ ®¡° §³¾² ¢«®¦¥³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼,   ¨µ ¯¥°¥-

±¥·¥¨¥ ¨µ ¥±²¼ ¨²¥°¥±³¾¹¥¥  ± ½«¥¬¥² °®¥ ±®¡»²¨¥: A

n+1

�

A

n

¨ \A

n

= (1; 1; : : :): �®  ª±¨®¬¥ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¯®«³· ¥¬, ·²®

Pf(1; 1; : : :)g = limP (A

n

) = limp

n

= 0:

�®·® ² ª ¦¥, ¥±«¨ p ¥ ° ¢® ¨ ³«¾, ¨ ¥¤¨¨¶¥, ¢¥°®¿²®±²¼

«¾¡®© ²®·ª¨ ! ° ¢  ³«¾.

2. �¥¬³ ° ¢  ¢¥°®¿²®±²¼ ±®¡»²¨¿ B; ·²® ¢»¯ ¤¥² ª®¥·®¥

·¨±«® ¥¤¨¨¶? �®¢  ³«¾. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ° ±±¬®²°¨¬ ¬®¦¥±²¢ 

B

n

= f! : x

i

= 0 8i > ng: �®¡»²¨¥ B

n

±®±²®¨² ¨§ ª®¥·®£® ·¨±« 

²®·¥ª, ¯®½²®¬³ ¥£® ¢¥°®¿²®±²¼ ° ¢  ³«¾. �®¦¥±²¢  B

n

®¡° -

§³¾² ° ±¸¨°¿¾¹³¾±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¨ ¢ ®¡º¥¤¨¥¨¨ ¤ ¾²

B; ¯®½²®¬³ P(B) = limP(B

n

) = 0:

3. �¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ¨ ° §³ ¥ ¢±²°¥²¿²±¿ ²°¨ ³«¿ ¯®¤-

°¿¤, ° ¢  ³«¾ ¯°¨ q 6= 1: �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢   ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿

¯®¿²¨¥ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 7. �®¡»²¨¿ A;B 2 �  §»¢ ¾²±¿ ¥§ ¢¨±¨¬»¬¨,

¥±«¨

P(A \B) = P(A)P(B):

�®¡»²¨¿ A

1

; A

2

; : : : ; A

n

; : : :  §»¢ ¾²±¿ ¥§ ¢¨±¨¬»¬¨ ¢ ±®¢®ª³¯-

®±²¨, ¥±«¨ ±®¡»²¨¿, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ «¾¡®© ª®¥·®© ¯®¤±¨±²¥¬¥

½²®© ±¨±²¥¬», ¥§ ¢¨±¨¬» ¢ ±®¢®ª³¯®±²¨, ².¥. ¤«¿ «¾¡»µ i

1

; : : : ; i

m

P(A

i

1

\ : : :\A

i

m

) = P(A

i

1

) : : :P(A

i

m

):

�«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» �

1

; : : : ; �

n

; : : :  §»¢ ¾²±¿ ¢§ ¨¬® ¥§ ¢¨±¨-

¬»¬¨, ¨«¨ ¥§ ¢¨±¨¬»¬¨ ¢ ±®¢®ª³¯®±²¨, ¥±«¨ ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨¥ «¾-

¡®¬³ ª®¥·®¬³  ¡®°³ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» ¢§ ¨¬® ¥§ ¢¨±¨¬»,

²® ¥±²¼ ¤«¿ «¾¡»µ i

1

; : : : ; i

m

¨ «¾¡»µ a

1

; : : : ; a

m

±®¡»²¨¿

f�

i

1

< a

1

g; : : : ; f�

i

m

< a

m

g

¥§ ¢¨±¨¬» ¢ ±®¢®ª³¯®±²¨.

� ¬¥· ¨¥ 4. �±«¨ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» ¯°¨¨¬ ¾² ª®¥·®¥

¨«¨ ±·¥²®¥ ·¨±«® § ·¥¨©, ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¤®±² -

²®·® ¯®²°¥¡®¢ ²¼, ·²®¡»

P(�

i

1

= a

1

; : : : ; �

i

n

= a

n

) = P(�

i

1

= a

1

) : : :P(�

i

n

= a

n

):
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�¡®§ ·¨¬ C

k

±®¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ±°¥¤¨ ª®®°¤¨ ² ¯®-

±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ! ± ®¬¥° ¬¨ k; k� 1; k� 2 ¨¬¥¥²±¿ µ®²¿ ¡» ®¤ 

¥¤¨¨¶ . �» µ®²¨¬ ¢»·¨±«¨²¼ ¢¥°®¿²®±²¼ ±®¡»²¨¿ C = \

1

k=3

C

k

:

� ±±¬®²°¨¬ ±®¡»²¨¥ D; ·²® ²°¨ ³«¿ ¯®¤°¿¤ ¥ ¢±²°¥²¿²±¿   ¬¥-

±² µ 3k; 3k� 1; 3k� 2 ¨ ¤«¿ ª ª®£® ¶¥«®£® ¯®«®¦¨²¥«¼®£® k: �·¥-

¢¨¤®, D = \

1

k=1

C

3k

¨ D � C: �®¤±·¨² ¥¬ ¢¥°®¿²®±²¼ ±®¡»²¨¿

D: �¡®§ ·¨¬ D

n

= \

n

k=1

C

3k

: �®£¤  D = \

1

n=1

D

n

: �°¿¬»¬ ¢»-

·¨±«¥¨¥¬ ¬®¦® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ±®¡»²¨¿ C

3k

; k = 1; : : : ; n ¥§ -

¢¨±¨¬» ¢ ±®¢®ª³¯®±²¨. �®±ª®«¼ª³ P(C

k

) = 1 � q

3

¤«¿ «¾¡®£® k;

²® P(D

n

) = (1 � q

3

)

n

: �® ±¢®©±²¢³ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¯®«³· ¥¬, ·²®

P(D) = limP(D

n

) = 0: �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® P(C) = 0:

�¨²¥° ²³° 

�®«¬®£®°®¢ �. �. �±®¢»¥ ¯®¿²¨¿ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥©. �.,

� ³ª , 1976. �¨°¿¥¢ �. �. �¥°®¿²®±²¼. �., � ³ª , 1980. �« ¢  1,

xx1� 4; £« ¢  2, xx1� 4:
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�¥ª¶¨¿ 3

� ª® ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ¤«¿ ±µ¥¬»

�¥°³««¨

� ¯°®¸«®© «¥ª¶¨¨ ¬» ¯®±²°®¨«¨ ±µ¥¬³ �¥°³««¨ ± ¡¥±ª®¥·-

»¬¨ ±¥°¨¿¬¨ ¨±¯»² ¨©. � ½²®© «¥ª¶¨¨ ¬» ¨§³·¨¬ ¥ª®²®°»¥ ¥¥

¯°¥¤¥«¼»¥ ±¢®©±²¢ .

�  ¯°®±²° ±²¢¥ 
 ¡¥±ª®¥·»µ ±¥°¨© § ¤ ¤¨¬ ±¨±²¥¬³ ´³ª-

¶¨©

^

�

i

(!) = 2x

i

� 1;

£¤¥ x

i

¥±²¼ § ·¥¨¥ i-© ª®®°¤¨ ²» ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ !. � ª¨¬

®¡° §®¬,

^

�

i

(!) = 1; ¥±«¨ ¢ i-¬ ¨±¯»² ¨¨ ±¥°¨¨ !  ±²³¯¨« ³±¯¥µ ¨

�1; ¥±«¨ ¢ i-¬ ¨±¯»² ¨¨ ¥³¤ · .

�¯° ¦¥¨¥ 1. �®ª § ²¼, ·²®

^

�

i

¢§ ¨¬® ¥§ ¢¨±¨¬».

�¡®§ ·¨¬

^

S

n

=

^

S

n

(!) =

n

X

i=1

^

�

i

(!):

�®£¤ , ®·¥¢¨¤®,

^

S

n

= 2S

n

� n;

£¤¥ S

n

¥±²¼ ·¨±«® ³±¯¥µ®¢ ¢ n ¨±¯»² ¨¿µ �¥°³««¨.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1 (�µ®¤¨¬®±²¼ ¯® ¢¥°®¿²®±²¨). �®±«¥¤®-

¢ ²¥«¼®±²¼ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ �

n

(!); § ¤ »µ   ®¤®¬ ¢¥°®¿²-

®±²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ (
;�;P); ±µ®¤¨²±¿ ª ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨¥ �(!)

¯® ¢¥°®¿²®±²¨, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® � > 0

P(! :j �

n

(!) � �(!) j> �)! 0 ¯°¨ n!1:

�¥®°¥¬  1 (� ª® ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ¤«¿ ±µ¥¬» �¥°³««¨).

�®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼

^

S

n

=n ±µ®¤¨²±¿ ¯® ¢¥°®¿²®±²¨ ª ª®±² ²¥

p� q:

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¡»«® ¤ ® ¢ «¥ª¶¨¨ 1 ¢ ²¥°¬¨ µ ±«³· ©»µ

¢¥«¨·¨ S

n

:
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�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2 (�µ®¤¨¬®±²¼ ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ 1). �®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ �

n

(!); § ¤ »µ   ®¤®¬ ¢¥°®-

¿²®±²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ (
;�;P); ±µ®¤¨²±¿ ª ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨¥

�(!) ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ 1, ¥±«¨ �

n

(!)! �(!) ¤«¿ ¢±¥µ !; ª°®¬¥ ¬®¦¥-

±²¢ , ¨¬¥¾¹¥£® ³«¥¢³¾ ¢¥°®¿²®±²¼ (¬®¦¥±²¢  ¬¥°» ³«¼). � -

ª ¿ ±µ®¤¨¬®±²¼  §»¢¥²±¿ ² ª¦¥ ±µ®¤¨¬®±²¼¾ ¯®·²¨  ¢¥°®¥ ¨«¨

±µ®¤¨¬®±²¼¾ ¯®·²¨ ¢±¾¤³ (¨ ±®ª° ¹¥® § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¯.. ¨«¨

¯.¢.).

�¥®°¥¬  2 (�±¨«¥»© § ª® ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ¤«¿ ±µ¥¬»

�¥°³««¨). �®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼

^

S

n

=n ±µ®¤¨²±¿ ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ 1

ª ª®±² ²¥ p� q:

�®ª § ²¥«¼±²¢® ®¯¨° ¥²±¿   «¥¬¬³ ®¡ ½ª±¯®¥¶¨ «¼»µ ®¶¥-

ª µ.

�¥¬¬  1 (½ª±¯®¥¶¨ «¼»¥ ®¶¥ª¨). �«¿ «¾¡®£® � > 0

±³¹¥±²¢³¥² " > 0 ² ª®¥, ·²®

Pfj

^

S

n

� (p� q)n j> �ng < 2 exp(�"n):

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡®§ ·¨¬ m = p � q: �°¥¤±² ¢¨¬ ¨²¥°¥±³-

¾¹¥¥  ± ±®¡»²¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ®¡º¥¤¨¥¨¿ ¤¢³µ ±®¡»²¨©:

f! : j

^

S

n

�mn j> �ng = f! :

^

S

n

�mn > �ng [ f! :

^

S

n

�mn < ��ng

¨ ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ²¥¬, ·²® ¢¥°®¿²®±²¼ ®¡º¥¤¨¥¨¿ ±®¡»²¨© ¥ ¯°¥-

¢®±µ®¤¨² ±³¬¬» ¢¥°®¿²®±²¥© ½²¨µ ±®¡»²¨©. �¶¥¨¬ ¢¥°®¿²®±²¼

¯¥°¢®£® ±®¡»²¨¿:

Pf

^

S

n

�mn > �ng = P

n

h

n

X

i=1

(

^

�

i

�m) > h�n

o

=

= P

n

exp

�

h

n

X

i=1

(

^

�

i

�m)

�

> exp(h�n)

o

�

� exp(�h�n)E exp

�

h

n

X

i=1

(

^

�

i

�m)

�

:

�¤¥±¼ h | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ¯®«®¦¨²¥«¼ ¿ ª®±² ² , ¢»¡®° ª®²®°®©

¬» ®±³¹¥±²¢¨¬ ¯®§¦¥,   ¯®±«¥¤¥¥ ¥° ¢¥±²¢® ¥±²¼ ¥° ¢¥±²¢®

�¥¡»¸¥¢ . �«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» exp(h(

^

�

i

�m)) ¥§ ¢¨±¨¬» ¢ ±¨«³

¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨

^

�

i

, ¯®½²®¬³ (±¬. ¯°¥¤«®¦¥¨¥ 2

«¥ª¶¨¨ 1)

E exp

�

h

n

X

i=1

(

^

�

i

�m)

�

=

Y

E exp(h(

^

�

i

�m)):
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�®§¼¬¥¬ h ±²®«¼ ¬ «»¬, ·²®¡» j h(

^

�

i

� m) j< 1 ¨ ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿

¥° ¢¥±²¢®¬:

e

x

< 1 + x+

3

2

x

2

¯°¨ j x j< 1:

�®«³·¨¬:

Y

Ee

h(�

i

�m)

<

Y

h

1 + hE(�

i

�m) +

3

2

h

2

E(�

i

�m)

2

i

:

�²®°®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ° ¢® ³«¾,   ²°¥²¼¥ ¥ ¯°¥¢®±-

µ®¤¨² c

1

h

2

¤«¿ ¥ª®²®°®£® c

1

¢ ±¨«³ ®£° ¨·¥®±²¨ �

i

: �®½²®¬³

Y

Ee

h(�

i

�m)

<

Y

(1 + c

2

h

2

)

n

;

¨ ®ª®· ²¥«¼® ¯®«³· ¥¬

Pf

^

S

n

�mn > �ng < exp(�n(�h� ln(1 + c

2

h

2

))) � exp(�n");

£¤¥ " = �h� ln(1+ c

2

h

2

) > 0 ¤«¿ ¤®±² ²®·® ¬ «»µ h: � «®£¨·»¬

®¡° §®¬ ®¶¥¨¢ ¥²±¿ ¢¥°®¿²®±²¼ ¢²®°®£® ¬®¦¥±²¢ .

�®ª § ²¥«¼±²¢® ³±¨«¥®£® § ª®  ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥«. � ±±¬®²°¨¬

¬®¦¥±²¢® B = f! :

^

S

n

(!)=n ¥ ±²°¥¬¨²±¿ ª mg: �³±²¼ ! 2 B: �²®

®§ · ¥², ·²®  ©¤¥²±¿ � > 0 ² ª®¥, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® k  ©¤¥²±¿

n > k ² ª®¥, ·²® j

^

S

n

=n j> �: �» µ®²¨¬ ¤®ª § ²¼, ·²® P (B) = 0:

�«¿ ½²®£® ¤®±² ²®·® ¯®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ´¨ª±¨°®¢ ®£® �

¢¥°®¿²®±²¼ ±®¡»²¨¿ B

�

= \

1

N=1

[

1

n=N

A

n;�

° ¢  ³«¾, £¤¥

A

n;�

=

�

! :

�

�

�

�

^

S

n

(!)

n

�

�

�

�

> �

�

:

�®¢®°¿², ·²® ±®¡»²¨¥ B

�

±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¯°®¨§®¸«® ¡¥±ª®¥·®¥

·¨±«® ±®¡»²¨© A

n;�

: � ±±¬®²°¨¬ ±®¡»²¨¥ D

N

= [

1

n=N

A

n;�

: �¶¥¨¬

¥£® ¢¥°®¿²®±²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ «¥¬¬» ®¡ ½ª±¯®¥¶¨ «¼»µ ®¶¥ª µ:

P(D

N

) �

1

X

n=N

P (A

n;�

) � 2

1

X

n=N

exp(�"n) � C exp(�"N );

£¤¥ ª®±² ²» C ¨ " ¥ § ¢¨±¿² ®² N . �®±ª®«¼ª³ B

�

= \

1

N=1

D

N

; ¢

±¨«³ ±¢®©±²¢  ¥¯°¥°»¢®±²¨

P(B

�

) = lim

N

P(D

N

) = 0:
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� ¬¥· ¨¥ 1. � §¨¶  ¬¥¦¤³ § ª®®¬ ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ¨ ³±¨-

«¥»¬ § ª®®¬ ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ±®±²®¨² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬. � ª® ¡®«¼-

¸¨µ ·¨±¥« ³²¢¥°¦¤ ¥², ·²® ¢¥°®¿²®±²¼ ª ¦¤®£® ¨§ ¬®¦¥±²¢ A

n;�

¬ « ,  ·¨ ¿ ± ¥ª®²®°®£® n: �±¨«¥»© § ª® ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« £« -

±¨², ·²® ¢¥°®¿²®±²¼ ®¡º¥¤¨¥¨¿ [

1

n=N

A

n;�

±²°¥¬¨²±¿ ª ³«¾ ¯°¨

N !1:

� ª® ³«¿ ¨ ¥¤¨¨¶»

� «®£¨·® ²®¬³, ª ª ¬» ¢¢¥«¨ ±µ¥¬³ �¥°³««¨   ¯°®±²° -

±²¢¥ ¡¥±ª®¥·»µ ¢ ®¤³ ±²®°®³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥© ¨§ 0 ¨ 1,

¬®¦® ¢¢¥±²¨ ±µ¥¬³ �¥°³««¨   ¯°®±²° ±²¢¥ ´³ª¶¨©, ¯°¨¨¬ -

¾¹¨µ § ·¥¨¿ 0 ¨ 1   «¾¡®¬ ±·¥²®¬ ¬®¦¥±²¢¥ (¯°®±²® ¯°®³-

¬¥°®¢ ¢ ¥£®  ²³° «¼»¬¨ ·¨±« ¬¨). � · ±²®±²¨, ¬» ¬®¦¥¬ ½²®

±¤¥« ²¼   ¬®¦¥±²¢¥ ¢±¥µ ¶¥«»µ ·¨±¥« Z: �®«³·¨¬ ¡¥±ª®¥·»¥

¢ ®¡¥ ±²®°®» ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¨§ ³«¥© ¨ ¥¤¨¨¶, £¤¥ ª ¦¤ ¿

ª®®°¤¨ ²  ¥§ ¢¨±¨¬  ®² ®±² «¼»µ ¨ ° ¢  0 ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ q

¨ 1 ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ p: �¡®§ ·¨¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¢¥°®¿²®±²®¥
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¢±¥µ k:�¤¢¨£ ¬®¦¥±²¢  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ±¤¢¨£ ¢±¥µ ¥£® ½«¥¬¥²®¢:

�A = f�! : ! 2 Ag: �¤¢¨£ ¥±²¼ ¢§ ¨¬®-®¤®§ ·®¥ ¯°¥®¡° §®¢ -

¨¥ ¢ ±¥¡¿ ¨ "±®µ° ¿¥² ¬¥°³", ².¥. P(A) = P(�A) = P(�

�1

A):

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3. �®¡»²¨¥ A  §»¢ ¥²±¿ ¨¢ °¨ ²»¬, ¥±«¨

�A = A:

�®¦® ¯°¨¢¥±²¨ ¬®¦¥±²¢® ¯°¨¬¥°®¢ ¨¢ °¨ ²»µ ±®¡»²¨©:

²®·ª  ! = (: : : ; 1; 1; : : :); ².¥. ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¨§ ®¤¨µ ¥¤¨¨¶;

¬®¦¥±²¢® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¥©, ¢ ª®²®°»µ   ª ¦¤®¬ ¨²¥°¢ «¥

·¨±«® ¥¤¨¨¶ ¥ ¯°¥¢»¸ ¥² � ¯°®¶¥²®¢ ®² ¤«¨» ¨²¥°¢ «  ¨ ².¤.

� ª® ³«¿ ¨ ¥¤¨¨¶» ³²¢¥°¦¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¥¥.

�¥®°¥¬  3. � ±µ¥¬¥ �¥°³««¨ ª ¦¤®¥ ¨¢ °¨ ²®¥ ±®¡»²¨¥

¨¬¥¥² ¢¥°®¿²®±²¼ 0 ¨«¨ 1.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � §®¢¥¬ ±®¡»²¨¥ «®ª «¼»¬, ¥±«¨ ®® ¯°¨-

 ¤«¥¦¨²  «£¥¡°¥ �

m

¤«¿ ¥ª®²®°®£® m: �¡¥¤¨¬±¿ ± · « , ·²®

³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬» ¢¥°® ¤«¿ «®ª «¼»µ ±®¡»²¨©. �³±²¼ A «®-

ª «¼® ¨ ¨¬¥¥² ¬¥°³ 0 < � < 1: �®£¤  ¤«¿ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®£®

n ±®¡»²¨¿ A ¨ �

n

A ¥§ ¢¨±¨¬», ² ª ·²® P (A \ �
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A) = �
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¤°³£®© ±²®°®», A = �A ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾, ² ª ·²® P (A\ �
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P (A) = P (�

n

A) = �; ·²® ¯°¨¢®¤¨² ª ¯°®²¨¢®°¥·¨¾.

�«¿ § ¢¥°¸¥¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¤®±² ²®·® ¯®ª § ²¼, ·²® ¤«¿

«¾¡®£® ¬®¦¥±²¢  B 2 � ¨ «¾¡®£® ª ª ³£®¤® ¬ «®£® " > 0 ±³-

¹¥±²¢³¥² «®ª «¼®¥ ±®¡»²¨¥ A ² ª®¥, ·²® P (A4B) < " ¨ ¢®±¯®«¼-

§®¢ ²¼±¿ ¢»¸¥¯°¨¢¥¤¥»¬ ° ±±³¦¤¥¨¥¬ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ": �¤¥±¼

A4B ¥±²¼ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿ ° §®±²¼ ¬®¦¥±²¢ A ¨ B : A4B =

(A nB)[ (B nA): � ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ±«¥¤³¾¹ ¿ «¥¬¬ , ¤ ¾¹ ¿ ¯°¥¤-

±² ¢«¥¨¥ ® ²®¬, ª ª ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ �- «£¥¡°³, ±®¤¥°¦ ¹³¾ § -

¤ ³¾ ±¨±²¥¬³ ¬®¦¥±²¢.

�¥¬¬  2. �³±²¼ ¤   ¯°®¨§¢®«¼ ¿  «£¥¡°  F ¯®¤¬®¦¥±²¢ 
:

�¥®¡µ®¤¨¬»¬ ¨ ¤®±² ²®·»¬ ³±«®¢¨¥¬ ²®£®, ·²® F ¥±²¼ �- «£¥¡° ,

¿¢«¿¥²±¿ ¥¥ § ¬ª³²®±²¼ ®²®±¨²¥«¼® ¢§¿²¨¿ ¬®®²®®£® ¯°¥-
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�¥°¥¬±¿ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ²¥®°¥¬» 3. �¡®§ ·¨¬ F ±¨±²¥¬³

¬®¦¥±²¢ ² ª³¾, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® " ¨ ¤«¿ «¾¡®£® B 2 F ±³¹¥±²¢³¥²

«®ª «¼®¥ ±®¡»²¨¥ A ² ª®¥, ·²® P (A4B) < ": �·¥¢¨¤®,  «£¥¡° 

�

0

«®ª «¼»µ ¬®¦¥±²¢ ¯°¨ ¤«¥¦¨² F . �®ª ¦¥¬, ·²® F § ¬ª³²®

®²®±¨²¥«¼® ¢§¿²¨¿ ¬®®²®®£® ¯°¥¤¥« . �³±²¼ B
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¥±²¼ ¯®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ° ±¸¨°¿¾¹¨µ±¿ ¬®¦¥±²¢, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ F . �¡®-
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«¥¦¨² F : �®£« ±® «¥¬¬¥ 2 F ¥±²¼ �- «£¥¡° , ® � ¿¢«¿¥²±¿  ¨-

¬¥¼¸¥© �- «£¥¡°®©, ±®¤¥°¦ ¹¥© «®ª «¼»¥ ¬®¦¥±²¢ , ¯®½²®¬³

F = �:

�² ª, ¤«¿ «¾¡®£® A 2 � ¨ «¾¡®£® "  ©¤¥²±¿ «®ª «¼®¥ B ² ª®¥,

·²® P (A4B) < ": � ¬ ¯® ¤®¡¿²±¿ ²°¨ ±¢®©±²¢  ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®©

° §®±²¨, ª®²®°»¥ «¥£ª® ¤®ª §»¢ ¾²±¿ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®.

�¯° ¦¥¨¥ 2. �®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢ .

1. �«¿ «¾¡»µ C ¨ D

j P(C)� P(D) j� P(C4D):

2. �¤¢¨£ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ° §®±²¨ ¬®¦¥±²¢ ¥±²¼ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿

° §®±²¼ ±¤¢¨£®¢ ½²¨µ ¬®¦¥±²¢:

�(C4D) = (�C)4(�D):

3. �«¿ «¾¡»µ A

1
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1
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2

) � (A

1

4B

1

) [ (A

2

4B

2
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� ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¨¢ °¨ ²®¥ ¬®¦¥±²¢® A: �«¿ § -

¤ ®£® " ¢»¡¥°¥¬ «®ª «¼®¥ B ² ª®¥, ·²® P(A4B) < ": � ª ª ª

¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ � ±®µ° ¿¥² ¬¥°³, ¢ ±¨«³ ¯³ª²  2 ³¯° ¦¥¨¿ 2

P((�

n

A)4(�

n

B)) < ": (3.1)

�®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¤ «¥¥ ¯³ª²®¬ 3 ³¯° ¦¥¨¿ 2:

P((A \ �

n

A)4(B \ �

n

B)) � P(A4B) + P((�

n

A) \ (�

n

B)) � 2": (3.2)

�§ (3.2) ¨ ¯³ª²  1 ³¯° ¦¥¨¿ 2 ±«¥¤³¥², ·²®

j P(A \ �

n

A)� P(B \ �

n

B) j� 2": (3.3)

�® B «®ª «¼®¥ ¬®¦¥±²¢®, ¯®½²®¬³ ¤«¿ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸¨µ n ±®-

¡»²¨¿ B ¨ �

n

B ¥§ ¢¨±¨¬»,   ² ª ª ª � ±®µ° ¿¥² ¬¥°³, ²®

P(B \ �

n

B) = P

2

(B):

� ¤°³£®© ±²®°®», ¢ ±¨«³ ¨¢ °¨ ²®±²¨ A

P(A \ �

n

A) = P(A);

¯®½²®¬³ ¨§ (3.3) ¯®«³· ¥¬

j P(A) � P

2

(B) j� 2": (3.4)
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� ¬¥²¨¬ ¤ «¥¥, ·²®

j P

2

(B) � P

2

(A) j� 2 j P(B) � P(A) j� 2":

�®¤±² ¢«¿¿ ¯®±«¥¤¥¥ ¥° ¢¥±²¢® ¢ (3.4), ¯®«³·¨¬

j P(A)� P

2

(A) j� 4";

®²ª³¤  ±«¥¤³¥², ·²® P(A) = 0 «¨¡® 1:

� ¬¥· ¨¥ 2. �§³·¥¨¥¬ ±®µ° ¿¾¹¨µ ¬¥°³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©

§ ¨¬ ¥²±¿ ½°£®¤¨·¥±ª ¿ ²¥®°¨¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬.

�¨²¥° ²³° 

�¨°¿¥¢ �. �. �¥°®¿²®±²¼, £« ¢  1, xx5; 6:�¥««¥° �. �¢¥¤¥¨¥ ¢

²¥®°¨¾ ¢¥°®¿²®±²¥© ¨ ¥¥ ¯°¨«®¦¥¨¿, ²®¬ 1, £« ¢  6, xx1�4; £« ¢ 

8, xx1� 4:
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�¥ª¶¨¿ 4

�²¥£° « �¥¡¥£ . � ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥

®¦¨¤ ¨¥

�³±²¼ ¨¬¥¥²±¿ ¨§¬¥°¨¬®¥ ¯°®±²° ±²¢® (
;�; �) ±® ±·¥²®- ¤-

¤¨²¨¢®© ª®¥·®© ¬¥°®©. � «¥ª¶¨¨ 2 ¬» ®¯°¥¤¥«¨«¨ ¬ ²¥¬ ²¨-

·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ (¨²¥£° « �¥¡¥£ ) ¤«¿ ª³±®·®-¯®±²®¿»µ (¯°®-

±²»µ) ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨. �¯°¥¤¥«¨¬ ²¥¯¥°¼ ¨²¥£° « �¥¡¥£  ¤«¿

¯°®¨§¢®«¼®© ¥®²°¨¶ ²¥«¼®© ¨§¬¥°¨¬®© ´³ª¶¨¨.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1. �±«¨ f(!) � 0; ²®

Z




f(!)d�(!) = sup

Z




'(!)d�(!); (4.1)

£¤¥ sup ¡¥°¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ ª³±®·®-¯®±²®¿»¬ ´³ª¶¨¿¬ ' ² ª¨¬,

·²® '(!) � f(!): � «¥¥, «¾¡³¾ ´³ª¶¨¾ f(!) ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼

¢ ¢¨¤¥

f(!) = f

+

(!)� f

�

(!);

£¤¥ f

+

(!) = f(!); ¥±«¨ f(!) � 0; ¨ 0 ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥; f

�

(!) =

�f(!); ¥±«¨ f(!) < 0; ¨ 0 ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥. �®£¤  ®¯°¥¤¥«¨¬

Z




f(!)d�(!) =

Z




f

+

(!)d�(!) �

Z




f

�

(!)d�(!);

¥±«¨ µ®²¿ ¡» ®¤¨ ¨§ ¨²¥£° «®¢ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ¥ ° ¢¥ 1: �

±«³· ¥, ¥±«¨ ®¡  ¡¥±ª®¥·», ¨²¥£° « ¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿.

� ¬¥· ¨¥ 1. � «®£¨·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¨²¥£° « ¯® «¾¡®¬³

¯®¤¬®¦¥±²¢³ B � 
; B 2 �; ³¦® «¨¸¼ ¢§¿²¼ ®£° ¨·¥¨¥

ª³±®·®-¯®±²®¿»µ ´³ª¶¨©   ¬®¦¥±²¢® B:

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2. �³ª¶¨¿ f  §»¢ ¥²±¿ ¨²¥£°¨°³¥¬®© ¯® �¥-

¡¥£³, ¥±«¨ ¥¥ ¨²¥£° « �¥¡¥£  ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ª®¥·¥. �²® ®§ · ¥²,

·²®

Z




f

+

(!)d�(!) <1 ¨

Z




f

�

(!)d�(!) <1;
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²® ¥±²¼

Z




jf jd� <1:

�¯° ¦¥¨¥ 1. �®ª § ²¼, ·²® ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿

¢»²¥ª ¾² ±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢  ¨²¥£° «  �¥¡¥£ .

1. �±«¨ 0 � f(!) � g(!) ¯°¨ ¢±¥µ !; ²®

Z




fd� �

Z




gd�:

2. �«¿ «¾¡®© ª®±² ²» c

Z




cfd� = c

Z




fd�:

3. �«¿ «¾¡»µ ¨²¥£°¨°³¥¬»µ f

1

; f

2

Z




(f

1

+ f

2

) d� =

Z




f

1

dP +

Z




f

2

d�:

4:

�

�

�

Z




fd�

�

�

�

�

Z




jf jd�:

5. �±«¨ B � 
 ¨ �(B) = 0; ²®

Z

B

fd� = 0:

6. �±«¨ f � 0 ¨

R




fd� = 0; ²® f = 0 ¯®·²¨ ¢±¾¤³.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3. � ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬ E� ±«³· ©®©

¢¥«¨·¨» �; § ¤ ®©   ¢¥°®¿²®±²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ (
;�;P);  -

§»¢ ¥²±¿ ¥¥ ¨²¥£° « �¥¡¥£  ¯® ¬¥°¥ P :

E� =

Z




�(!) dP:

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4. �«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ , ¯°¨¨¬ ¾¹ ¿ ± ¯®«®¦¨-

²¥«¼®© ¢¥°®¿²®±²¼¾ § ·¥¨¿ +1 ¨«¨ �1;  §»¢ ¥²±¿ ° ±¸¨-

°¥®©.
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�¯°¥¤¥«¥¨¥ ¨²¥£° «  �¥¡¥£  ®·¥¢¨¤»¬ ®¡° §®¬ ° ±¯°®±²° -

¿¥²±¿ ¨   ° ±¸¨°¥»¥ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨». � ±²® ¡»¢ ¥² ¯®-

«¥§  ±«¥¤³¾¹ ¿ «¥¬¬ .

�¥¬¬  1. �«¿ «¾¡®© (¢ ²®¬ ·¨±«¥ ¨ ° ±¸¨°¥®©) ¥®²°¨¶ -

²¥«¼®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �  ©¤¥²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¯°®-

±²»µ (².¥. ª³±®·®-¯®±²®¿»µ) ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ �

1

; �

2

; : : : ² ª¨µ,

·²® �

n

(!) " �(!) ¤«¿ ª ¦¤®£® ! ¯°¨ n!1:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤º¿¢¨¬ ´³ª¶¨¨ �

n

(!) ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥:

�

n

(!) =

n2

n

X

k=1

k � 1

2

n

I

A

k;n

(!) + nI

f�(!)�ng

(!);

£¤¥

A

k;n

=

�

! :

k � 1

2

n

� �(!) <

k

2

n

�

;

  I

A

¥±²¼ ¨¤¨ª ²®° ±®¡»²¨¿ A :

I

A

(!) =

�

1; ¥±«¨ ! 2 A;

0 ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥.

�¥¬¬  1 ¯®§¢®«¿¥² ¤ ²¼ ½ª¢¨¢ «¥²®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¬ ²¥¬ ²¨-

·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨». �³±²¼ � = �(!) | ¥®²°¨-

¶ ²¥«¼ ¿ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ . �®±²°®¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¯°®-

±²»µ ¥®²°¨¶ ²¥«¼»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ f�

n

g ² ª¨µ, ·²® �

n

(!) "

�(!) ¯°¨ n ! 1 ¤«¿ ª ¦¤®£® ! 2 
 (±¬. «¥¬¬³ 1). � ±¨«³ ®¯°¥-

¤¥«¥¨¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿ ¯°®±²®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨»

E�

n

� E�

n+1

; ¥±«¨ �

n

� �

n+1

: �®½²®¬³ ±³¹¥±²¢³¥² ¯°¥¤¥« lim

n

E�

n

;

¢®§¬®¦®, ° ¢»© +1:

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5. �²¥£° «®¬ �¥¡¥£  ®² ¥®²°¨¶ ²¥«¼®© ±«³-

· ©®© ¢¥«¨·¨» �; ¨«¨ ¥¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬,  §»¢ ¥²±¿

¢¥«¨·¨ 

E� = lim

n

E�

n

;

£¤¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ �

n

² ª ¿, ·²® �

n

(!) " �(!).

�«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨-

» ®¡¹¥£® ¢¨¤  ³¦®, ª ª ¨ ° ¼¸¥, ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¥¥ ¢ ¢¨¤¥ ° §®-

±²¨ ¤¢³µ ¥®²°¨¶ ²¥«¼»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨: � = �

+

� �

�

:

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5 ª®°°¥ª²®, ².¥. E� ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°   ¯¯°®ª-

±¨¬¨°³¾¹¥© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ �

n

: �°®¬¥ ²®£®, ®¯°¥¤¥«¥¨¿ 1 ¨

5 ½ª¢¨¢ «¥²». �²® ¢»²¥ª ¥² ¨§ ±«¥¤³¾¹¥© ¨¦¥ ²¥®°¥¬» 1, ª®-

²®° ¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¢ °¨ ²®¬ ²¥®°¥¬» ® ¬®®²®®© ±µ®¤¨¬®±²¨. �«¿
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´®°¬³«¨°®¢ª¨ ²¥®°¥¬» 1  ¬ ¯® ¤®¡¿²±¿ ¥ª®²®°»¥ ±¢¥¤¥¨¿ ¨§

²¥®°¨¨ ¬¥°».

�¥¬¬  2 (¨§ ²¥®°¨¨ ¬¥°»). �°¥¤¥« ±µ®¤¿¹¥©±¿ ¯°¨ ª ¦¤®¬

! ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ �

n

(!); § ¤ »µ   ®¤®¬

¢¥°®¿²®±²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ (
;�;P); ¿¢«¿¥²±¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨-

®©.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª ¦¥¬ ¢ · «¥, ·²® sup �

n

¨ inf �

n

¿¢«¿¾²±¿

±«³· ©»¬¨ ¢¥«¨·¨ ¬¨. �²® ±«¥¤³¥² ¨§ ²®¦¤¥±²¢

f! : sup �

n

> ag = [

n

f! : �

n

> ag 2 �;

f! : inf �

n

< ag = [

n

f! : �

n

< ag 2 �:

� «¥¥, ¯®±ª®«¼ª³

lim sup�

n

= inf

n

sup

m�n

�

m

; lim inf �

n

= sup

n

inf

m�n

�

m

;

²® lim sup�

n

¨ lim inf �

n

² ª¦¥ ¿¢«¿¾²±¿ ±«³· ©»¬¨ ¢¥«¨·¨ ¬¨.

�¡®§ ·¨¬ �(!) = lim

n!1

�

n

(!): �®£¤ 

f! : �(!) < ag = f! : lim�

n

(!) < ag =

= f! : lim sup�

n

(!) = lim inf �

n

g \ f! : lim sup�

n

(!) < ag =

= 
 \ f! : lim sup�

n

(!) < ag 2 �:

�«¥¤±²¢¨¥ 1. �³±²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨

�

n

(!) ±µ®¤¨²±¿ ª ´³ª¶¨¨ �(!) ¯®·²¨ ¢±¾¤³   
: �®£¤  �(!) ¥±²¼

±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ A ¬®¦¥±²¢® ²¥µ !; ¤«¿ ª®-

²®°»µ �

n

(!) ¥ ±µ®¤¨²±¿ ª �(!): �® ³±«®¢¨¾, A 2 � ¨ P(A) = 0: � ¬

³¤®¡® ±·¨² ²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ±®¡»²¨¿ B ² ª®£®, ·²® P(B) = 0;

¢±¥ ¥£® ¯®¤¬®¦¥±²¢  ² ª¦¥ ¿¢«¿¾²±¿ ±®¡»²¨¿¬¨ ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,

² ª¦¥ ¨¬¥¾² ³«¥¢³¾ ¢¥°®¿²®±²¼. (� ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ ¬» ¯®¯®«-

¨¬ � ² ª¨¬¨ ¬®¦¥±²¢ ¬¨.) �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ «¾¡®£® a

f! : �(!) < ag = (f! : �(!) < ag\(
nA))[(f! : �(!) < ag\A) 2 �:

� ¬¥· ¨¥ 2. �§ ±«¥¤±²¢¨¿ 1 ¢¨¤®, ·²® ¯°¥¤¥« �(!) ±µ®¤¿-

¹¥©±¿ ¯®·²¨ ¢±¾¤³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ ¬®¦¥²

¡»²¼ ®¯°¥¤¥«¥ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¬®¦¥±²¢  ¬¥°» ³«¼: § ·¥¨¿

�(!)   ¬®¦¥±²¢¥ A ¥ ¨£° ¾² °®«¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ¢¥°®¿²®±²-

»µ ° ±±³¦¤¥¨¿µ ±«³· ©³¾ ¢¥«¨·¨³ ¬®¦® § ¬¥¨²¼ ¤°³£®©, ®²-

«¨· ¾¹¥©±¿ ®² ¨±µ®¤®©   ¬®¦¥±²¢¥ ¬¥°» ³«¼. �®®¡¹¥, ¥±«¨
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ª ª®¥-«¨¡® ±¢®©±²¢® ¢»¯®«¥® ¤«¿ ¢±¥µ ! §  ¨±ª«¾·¥¨¥¬, ¡»²¼

¬®¦¥², !; ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µ ¬®¦¥±²¢³, ¨¬¥¾¹¥¬³ ³«¥¢³¾ ¢¥°®¿²-

®±²¼, ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ½²® ±¢®©±²¢® ¢»¯®«¥® ¯®·²¨ ¢±¾¤³  


 ¨«¨ ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ ! ¨«¨ ¯®·²¨  ¢¥°®¥ ¨ ª° ²ª® § ¯¨±»¢ ²¼

½²® ² ª: ¯.¢. ¨«¨ ¯..

�¥®°¥¬  1. �±«¨ ´³ª¶¨¿ f(!) ¥±²¼ ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ ! ±³¬¬ 

°¿¤  ¨§ ¥®²°¨¶ ²¥«¼»µ ª³±®·®-¯®±²®¿»µ ´³ª¶¨© f

n

(!); ².¥.

¥±«¨

f(!) =

1

X

n=1

f

n

(!) ¯.¢.;

²®

Z




f(!)dP(!) =

1

X

n=1

Z




f

n

(!)dP(!):

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 1  ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ±¢®©±²¢® ±·¥²-

®©  ¤¤¨²¨¢®±²¨ ¨²¥£° «  �¥¡¥£ .

�¥¬¬  3 (¨§ ²¥®°¨¨ ¬¥°»). �³±²¼ f � 0   
: �¯°¥¤¥«¨¬

´³ª¶¨¾ �   ½«¥¬¥² µ �- «£¥¡°» � ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ¤«¿

«¾¡®£® B 2 � ¯®«®¦¨¬

�(B) =

Z

B

fdP:

�®£¤  ´³ª¶¨¿ � ±·¥²®- ¤¤¨²¨¢    �:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ B

n

2 � | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

®±²¼ ¯®¯ °® ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¬®¦¥±²¢ ¨ [

1

n=1

B

n

= B: � ¬

³¦® ¤®ª § ²¼, ·²®

�(B) =

1

X

n=1

�(B

n

): (4.2)

�±«¨ f ¥±²¼ ¨¤¨ª ²®° ¥ª®²®°®£® ¬®¦¥±²¢  A 2 �; ².¥.

f(!) =

�

1; ¥±«¨ ! 2 A;

0; ¥±«¨ ! =2 A;

²®

Z

B

fdP = P(A \B);

¨ ±·¥² ¿  ¤¤¨²¨¢®±²¼ ´³ª¶¨¨ � ¥±²¼ ¥ ·²® ¨®¥, ª ª ±·¥²-

 ¿  ¤¤¨²¨¢®±²¼ ¢¥°®¿²®±²¨ P: � «¥¥, ¥±«¨ f ª³±®·®-¯®±²®¿ ,
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²® «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ «¥¬¬» 3 ² ª¦¥ ¢»¯®«¿¥²±¿.

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ f ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ¥®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ ¨§¬¥°¨¬ ¿ ´³ª¶¨¿.

�«¿ «¾¡®© ª³±®·®-¯®±²®¿®© ' ² ª®©, ·²® 0 � ' � f; ¨¬¥¥¬:

Z

B

'dP =

1

X

n=1

Z

B

n

'dP �

1

X

n=1

�(B

n

):

�®½²®¬³, ±®£« ±® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¨²¥£° « ,

�(B) �

1

X

n=1

�(B

n

): (4.3)

� ¬¥²¨¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ¥±«¨ �(B

n

) = 1 ¤«¿ ª ª®£®-¨¡³¤¼ n; ²® ¯®-

±ª®«¼ª³ �(B) � �(B

n

); (4.2) ®·¥¢¨¤»¬ ®¡° §®¬ ¢»¯®«¥®. �®-

½²®¬³ ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® �(B

n

) <1 ¤«¿ ¢±¥µ n: �®£¤  ¤«¿ «¾¡®£®

±ª®«¼ ³£®¤® ¬ «®£® " > 0  ©¤¥²±¿ ª³±®·®-¯®±²®¿ ¿ ´³ª¶¨¿ '

² ª ¿, ·²®

Z

B

1

'dP �

Z

B

1

fdP� ";

Z

B

2

'dP �

Z

B

2

fdP� ": (4.4)

�®½²®¬³

�(B

1

[B

2

) =

Z

B

1

[B

2

fdP �

Z

B

1

[B

2

'dP =

=

Z

B

1

'dP+

Z

B

2

'dP � �(B

1

) + �(B

2

)� 2";

  § ·¨²

�(B

1

[B

2

) � �(B

1

) + �(B

2

):

�®·® ² ª ¦¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® ¯°¨ ª ¦¤®¬ n ¯®«³· ¥¬

�(B

1

[ : : :[B

n

) � �(B

1

) + : : :+�(B

n

): (4.5)

�®±ª®«¼ª³ B � B

1

[ : : :[B

n

; ²® ¨§ (4.5) ±«¥¤³¥², ·²®

�(B) �

1

X

n=1

�(B

n

): (4.6)

�¥¯¥°¼ (4.2) ¢»²¥ª ¥² ¨§ (4.3) ¨ (4.6).
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�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 1. � ±±¬®²°¨¬ ´³ª¶¨¨

F

N

=

N

X

n=1

f

n

(!):

�·¥¢¨¤®, F

N

ª³±®·®-¯®±²®¿», F

N

� 0 ¨ F

N

(!) " f(!) ¯®·²¨

¢±¾¤³. �²¥£° « �¥¡¥£  ®² ª³±®·®-¯®±²®¿®© ´³ª¶¨¨ ¥ § ¢¨-

±¨², ®·¥¢¨¤®, ®² ¥¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿, ².¥.

Z




F

N

(!)dP(!) =

N

X

n=1

Z




f

n

(!)dP(!):

� ±¨«³ ¬®®²®®±²¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨

R

F

N

dP ±³¹¥±²¢³¥² ¯°¥-

¤¥«

lim

N!1

Z




F

N

dP =

1

X

n=1

Z




f

n

(!)dP(!): (4.7)

�®½²®¬³

Z




fdP � sup

N

Z




F

N

dP =

1

X

n=1

Z




f

n

(!)dP(!): (4.8)

�®§¼¬¥¬ ¯°®¨§¢®«¼®¥ " > 0 ¨ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ª³±®·®-¯®±²®¿³¾

´³ª¶¨¾ '(!) � 0 ² ª³¾, ·²® 0 � ' � f: �®«®¦¨¬

B

N

= f! : F

N

(!) > '(!) � "g:

� ±¨«³ ¬®®²®®±²¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ F

N

(!) ¯°¨ ª ¦¤®¬ ! ¬®-

¦¥±²¢  B

N

®¡° §³¾² ¢®§° ±² ¾¹³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼:

B

1

� B

2

� : : : � B

N

� : : : :

�«¿ «¾¡®£® N

Z




F

N

dP �

Z

B

N

F

N

dP �

Z

B

N

('� ")dP �

�

Z

B

N

'dP� "P(B

N

) �

Z

B

N

'dP� ": (4.9)
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�¡®§ ·¨¬ B = [

1

n=1

B

n

: �® «¥¬¬¥ 3 ¨²¥£° « ¿¢«¿¥²±¿ ±·¥²®- ¤-

¤¨²¨¢®© ´³ª¶¨¥© ¬®¦¥±²¢ . � ±¨«³ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ±¢®©±²¢

±·¥²®©  ¤¤¨²¨¢®±²¨ ¨ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¨¬¥¥¬:

lim

N!1

Z

B

N

'dP =

Z

B

'dP:

� ª ª ª

f(!) = lim

N!1

F

N

(!) � '(!)

¯®·²¨ ¢±¾¤³, ²® P(B) = 1: �®½²®¬³ ¯® ±¢®©±²¢³ 5 ³¯° ¦¥¨¿ 1

Z

B

'dP =

Z




'dP: (4.10)

�¥°¥©¤¥¬ ¢ (4.9) ª ¯°¥¤¥«³ ¯® N , ³·¨²»¢ ¿ (4.10):

1

X

n=1

Z

f

n

dP �

Z




'dP� ": (4.11)

� ±¨«³ ¯°®¨§¢®«¼®±²¨ "

1

X

n=1

Z

f

n

dP �

Z




'dP;

¨ ¯®±ª®«¼ª³ ' � f | «¾¡ ¿ ª³±®·®-¯®±²®¿ ¿ ´³ª¶¨¿, ²®

1

X

n=1

Z

f

n

dP �

Z




f dP: (4.12)

�¥®°¥¬  1 ±«¥¤³¥² ²¥¯¥°¼ ¨§ (4.7), (4.8) ¨ (4.12).

� ¬¥· ¨¥ 3. � °¿¤³ ± ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬ E� ¢ ¦-

»¬¨ ·¨±«®¢»¬¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¬¨ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» � ¿¢«¿-

¾²±¿ ¢¥«¨·¨» E�

r

;  §»¢ ¥¬»¥ ¬®¬¥² ¬¨ r-£® ¯®°¿¤ª .

�¥®°¥¬  2. �³±²¼ � ¨ � | ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» ¨

¯³±²¼ Ej�j <1 ¨ Ej�j <1: �®£¤  Ej��j <1 ¨

E�� = E�E�:

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¬®¦®  ©²¨,  ¯°¨¬¥°, ¢ ³·¥¡¨ª¥ �.�. �¨-

°¿¥¢ . �³²¼ ¥£® ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¤«¿ ¯°®±²»µ ´³ª¶¨© ³²¢¥°-

¦¤¥¨¥ ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¥¯®±°¥¤±²¢¥® (¬» ¯°®¤¥« «¨ ½²® ¢ ®¤®©
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¨§ ¯°¥¤»¤³¹¨µ «¥ª¶¨©),   § ²¥¬ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  ¯°¨¡«¨¦ ¥²±¿

¯°®±²»¬¨ ¨ ±®¢¥°¸ ¥²±¿ ¯°¥¤¥«¼»© ¯¥°¥µ®¤ ¯®¤ § ª®¬ ¨²¥£° « 

�¥¡¥£ .

�°¨¢¥¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ¢ ¦¥©¸¨¥ ¥° ¢¥±²¢  ¤«¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ

®¦¨¤ ¨©, · ±²® ¨±¯®«¼§³¥¬»¥ ¢ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²®±²¥©. �¥°¢®¥ ¨§

¨µ | ¥° ¢¥±²¢® �¥¡»¸¥¢  | ¬» ³¦¥ ¨±¯®«¼§®¢ «¨ ¤«¿ ¤¨±ª°¥²-

»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨.

�¥° ¢¥±²¢® �¥¡»¸¥¢ . �³±²¼ � | ¥®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ ±«³-

· © ¿ ¢¥«¨·¨ . �®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® " > 0

P(� � ") �

E�

"

: (4.13)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡®§ ·¨¬ I

f��"g

¨¤¨ª ²®° ¬®¦¥±²¢  ²¥µ

!; ¤«¿ ª®²®°»µ �(!) � ": �®£¤ 

E� � E[�I

f��"g

] � "P(� � "):

�§ (4.13) ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ° §®¢¨¤®±²¨ ¥° ¢¥±²¢  �¥-

¡»¸¥¢ : ¥±«¨ � | ¯°®¨§¢®«¼ ¿ ±«³· © ¿¿ ¢¥«¨·¨ , ²®

P(� � ") �

E�

2

"

2

; (4.14)

¨

P(j� � E�j � ") �

D�

"

2

; (4.15)

£¤¥ D� = E(� � E�)

2

| ¤¨±¯¥°±¨¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �:

�¥° ¢¥±²¢® �®¸¨ { �³¿ª®¢±ª®£®. �³±²¼ ±«³· ©»¥ ¢¥-

«¨·¨» � ¨ � ² ª®¢», ·²® E�

2

< 1; E�

2

< 1: �®£¤  Ej��j < 1

¨

(Ej��j)

2

� E�

2

E�

2

: (4.16)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ± · « , ·²® E�

2

> 0; E�

2

> 0:

�¡®§ ·¨¬

~

� =

�

p

E�

2

; ~� =

�

p

E�

2

:

�®±ª®«¼ª³

2j

~

�~�j �

~

�

2

+ ~�

2

;

²®

2Ej

~

�~�j � E

~

�

2

+ E~�

2

= 2;
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².¥. Ej

~

�~�j � 1; ®²ª³¤  ¨ ±«¥¤³¥² (4.16). � ±«³· ¥, ¥±«¨,  ¯°¨¬¥°,

E�

2

= 0; ²® ¯® ±¢®©±²¢³ 6 ¨²¥£° «  �¥¡¥£  � = 0 ¯®·²¨ ¢±¾¤³.

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, E�� = 0; ².¥. (4.16) ² ª¦¥ ¢»¯®«¥®.

�¥° ¢¥±²¢® �¥±¥ . �³±²¼ g = g(x) | ¢»¯³ª« ¿ ª¨§³

¡®°¥«¥¢±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ¨ ¯³±²¼ � | ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  ± Ej�j < 1:

�®£¤ 

g(E�) � Eg(�): (4.17)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±«¨ ´³ª¶¨¿ g = g(x) ¢»¯³ª« ¿ ª¨§³, ²®

¤«¿ ª ¦¤®£® x

0

2 R  ©¤¥²±¿ ·¨±«® �(x

0

) ² ª®¥, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ x 2 R

g(x) � g(x

0

) + (x� x

0

)�(x

0

): (4.18)

�®«®¦¨¬ x

0

= E� ¨ ¯®¤±² ¢¨¬ x = �(!) ¢ (4.18). �®«³·¨¬

g(�) � g(E�) + (� � E�)�(E�)

¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, Eg(�) � g(E�):

�¨²¥° ²³° 

�®«¬®£®°®¢ �. �., �®¬¨ �. �. �«¥¬¥²» ²¥®°¨¨ ´³ª¶¨© ¨

´³ª¶¨® «¼®£®   «¨§ . �., � ³ª , 1986, £« ¢  5. �¨°¿¥¢ �. �.

�¥°®¿²®±²¼, £« ¢  2, x6:
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�¥ª¶¨¿ 5

�¤®¬¥°®¥ ±«³· ©®¥ ¡«³¦¤ ¨¥

� «¥ª¶¨¨ 3 ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ «¨ ±³¬¬»

^

S

n

¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³· ©»µ

¢¥«¨·¨

^

�

i

; ¯°¨¨¬ ¾¹¨µ § ·¥¨¿ +1 ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ p ¨ �1 ± ¢¥-

°®¿²®±²¼¾ q = 1 � p: �±«¨ ±·¨² ²¼ ¨¤¥ª± n ¢°¥¬¥¥¬, ²® ¬®¦®

³±² ®¢¨²¼ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ² ª¨¬¨ ±³¬-

¬ ¬¨ (¨«¨ ±µ¥¬®© �¥°³««¨) ¨ ®¤®¬¥°»¬ ±«³· ©»¬ ¡«³¦¤ ¨¥¬.

� ¨¬¥®, ° ±±¬®²°¨¬ · ±²¨¶³,  µ®¤¿¹³¾±¿ ¢  · «¼»© ¬®¬¥²

¢°¥¬¥¨ ¢ ³«¥ ¨ ±®¢¥°¸ ¾¹³¾ ¢ ¯®±«¥¤³¾¹¨¥ (¤¨±ª°¥²»¥) ¬®-

¬¥²» ¢°¥¬¥¨ ±ª ·ª¨ ¯® ³§« ¬ ®¤®¬¥°®© ¶¥«®·¨±«¥®© ¯°¿¬®©.

�±«¨

^

�

i

= 1; ²® ¢ ¬®¬¥² i ±®¢¥°¸ ¥²±¿ ¥¤¨¨·»© ±ª ·®ª ¢¯° ¢®,

¥±«¨ ¦¥

^

�

i

= �1; ²® ¢ ¬®¬¥² i ±®¢¥°¸ ¥²±¿ ¥¤¨¨·»© ±ª ·®ª ¢«¥¢®.

�®£¤  ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ n ª®®°¤¨ ²  ¡«³¦¤ ¾¹¥© · ±²¨¶» ° ¢ 

^

S

n

:

�±«¨   ¯«®±ª®±²¨ ®²ª« ¤»¢ ²¼ ¢°¥¬¿ n ¯® £®°¨§®² «¼®© ®±¨,

  ¯® ¢¥°²¨ª «¼®© ®±¨ ®²ª« ¤»¢ ²¼ ¯®«®¦¥¨¥ · ±²¨¶» (².¥.

^

S

n

),

¨ ±®¥¤¨¨²¼ ¯®«³·¥»¥ ²®·ª¨ ®²°¥§ª®¬, ²® ¯®«³·¨¬ «®¬ ³¾ «¨-

¨¾ (¯³²¼), ª®²®° ¿  §»¢ ¥²±¿ ²° ¥ª²®°¨¥© ±«³· ©®£® ¡«³¦¤ -

¨¿. � ª®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ®·¥¼ ³¤®¡® ¤«¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®£® "¢¨-

¤¥¨¿" ®²¤¥«¼»µ ±®¡»²¨©.

�®·® ² ª ¦¥ ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¡«³¦¤ ¨¥, ¢»µ®¤¿¹¥¥ ¨§ ²®·ª¨

x 6= 0: �®«®¦¥¨¥ · ±²¨¶» ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ n ° ¢® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥

x+

^

S

n

:

� ½²®© «¥ª¶¨¨ ¬» ¯®§ ª®¬¨¬±¿ ± ¥ª®²®°»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ±«³-

· ©®£® ¡«³¦¤ ¨¿.

�¢¥¤¥¬ ±«³· ©³¾ ¢¥«¨·¨³ �

k

; ¯°¨¨¬ ¾¹³¾ § ·¥¨¥ 1; ¥±«¨

¢ ¬®¬¥² k ±«³· ©®¥ ¡«³¦¤ ¨¥ ¯®¯ ¤ ¥² ¢ 0; ¨ ¯°¨¨¬ ¾¹³¾ § -

·¥¨¥ 0 ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥. � ²¥°¬¨ µ ±µ¥¬» �¥°³««¨ ±®¡»²¨¥

�

k

= 1 ®§ · ¥², ·²® ¢ ±¥°¨¨ ¤«¨» k ·¨±«® ³±¯¥µ®¢ ° ¢® ·¨±«³

¥³¤ ·. �·¥¢¨¤®,

P

n

k=1

�

k

¥±²¼ (±«³· ©®¥) ·¨±«® ¯®¯ ¤ ¨© ¢ 0

§  ¢°¥¬¿ n: �±¥ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» �

k

®¯°¥¤¥«¥»   ®¤®¬ ¢¥-

°®¿²®±²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ (
;�;P); ¯®±²°®¥®¬ ¢ «¥ª¶¨¨ 2. �«¿
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ª ¦¤®£® ! 2 
 ®¯°¥¤¥«¨¬ ´³ª¶¨¾

�(!) =

1

X

k=1

�

k

(!) (5.1)

ª ª ¯°¥¤¥« ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨

P

n

k=1

�

k

(!): �¥«¨·¨  �(!) ° ¢ ,

®·¥¢¨¤®, ·¨±«³ ¯®¯ ¤ ¨© ¡«³¦¤ ¾¹¥© · ±²¨¶» ¢  · «® ª®®°-

¤¨ ². � ª ª ª ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» �

k

¥®²°¨¶ ²¥«¼», ²® ¯°¨

ª ¦¤®¬ ! ½²  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¬®®²®® ¥³¡»¢ ¥², ¯®½²®¬³

±³¹¥±²¢³¥² ¥¥ ¯°¥¤¥«, ¢®§¬®¦®, ° ¢»© 1: �®² ´ ª², ·²® � ¿¢«¿-

¥²±¿ (° ±¸¨°¥®©) ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨®©, £ ° ²¨°³¥²±¿ «¥¬¬®© 2

¨§ «¥ª¶¨¨ 4.

� ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ m

00

= E�; ²® ¥±²¼ ±°¥¤¥¥ ·¨±«® ¢®§-

¢° ¹¥¨© ¡«³¦¤ ¾¹¥© · ±²¨¶» ¢  · «® ª®®°¤¨ ², ² ª¦¥ ®¯°¥-

¤¥«¥® ¯® ²¥®°¥¬¥ 1 «¥ª¶¨¨ 4.

�¥¬¬  1. �±«¨ p = q =

1

2

; ²® m

00

=1: �±«¨ p 6= q; ²® m

00

<1:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ²¥®°¥¬¥ 1 ¨§ «¥ª¶¨¨ 4

m

00

= E

1

X

k=1

�

k

=

1

X

k=1

E�

k

:

� ª ª ª ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  �

k

¯°¨¨¬ ¥² § ·¥¨¿ 0 ¨ 1; ²® E�

k

=

P(�

k

= 1): � ¯®¬¨¬, ·²® E

^

�

i

= p � q; E

^

S

n

= n(p � q): �°¨ ½²®¬

P(�

n

= 1) = P(

^

S

n

= 0):

�³±²¼ p = q: �®±¯®«¼§³¥¬±¿ «®ª «¼®© ¯°¥¤¥«¼®© ²¥®°¥¬®© ¤«¿

^

S

n

: �°¨ ¡®«¼¸¨µ n

P(

^

S

n

= 0) �

r

2

�n

;

¯®½²®¬³ °¿¤ ¤«¿ m

00

° ±µ®¤¨²±¿:

m

00

=

1

X

n=1

E�

n

�

1

X

n=1

c

p

n

=1:

�°¨ p 6= q ¢¢¨¤³ ½ª±¯®¥¶¨ «¼»µ ®¶¥®ª («¥¬¬  1 ¨§ «¥ª¶¨¨ 3)

¤«¿ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸¨µ n

P(

^

S

n

= 0) � 2 exp(�n)

¤«¿ ¥ª®²®°®£®  > 0: �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® °¿¤ ¤«¿ m

00

±µ®¤¨²±¿:

m

00

=

1

X

n=1

E�

n

�

1

X

n=1

c exp(�n) <1:
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�® ·¥¬³ ° ¢  ± ¬  ¢¥°®¿²®±²¼ ¢¥°³²¼±¿ ¢ ³«¼ µ®²¿ ¡» ®¤¨

° §? �«¿ ®²¢¥²    ½²®² ¢®¯°®±  ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ¯®¿²¨¥ ³±«®¢®©

¢¥°®¿²®±²¨.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® P(B) > 0. �±«®¢ ¿ ¢¥°®-

¿²®±²¼ P(A j B) ±®¡»²¨¿ A ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ±®¢¥°¸¨«®±¼ ±®¡»²¨¥

B (ª° ²ª®, ³±«®¢ ¿ ¢¥°®¿²®±²¼ A ¯°¨ ³±«®¢¨¨ B) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿

² ª:

P(A j B) =

P(A \B)

P(B)

(5.2)

� ¬¥· ¨¥ 1. �±«¨ ±®¡»²¨¿ A ¨ B ¥§ ¢¨±¨¬», ²® P(A j B) =

P(A):

�²¢¥°¦¤¥¨¥ 1 (�®°¬³«  ¯®«®© ¢¥°®¿²®±²¨). �³±²¼

§ ¤ ® ° §¡¨¥¨¥ ¯°®±²° ±²¢  
   ª®¥·®¥ ¨«¨ ±·¥²®¥ ·¨±«®

±®¡»²¨© B

k

; ¨¬¥¾¹¨µ ¥³«¥¢³¾ ¢¥°®¿²®±²¼, ².¥. 
 = [

k

B

k

; B

i

\

B

j

= ;; P(B

k

) > 0: �®£¤  ¢¥°®¿²®±²¼ ¯°®¨§¢®«¼®£® ±®¡»²¨¿ A

¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥

P(A) =

X

k

P(A j B

k

)P(B

k

): (5.3)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®¤±² ¢¨¢ (5.2) ¢ ¯° ¢³¾ · ±²¼ (5.3) ¨ ¢®±-

¯®«¼§®¢ ¢¸¨±¼ ±¢®©±²¢®¬  ¤¤¨²¨¢®±²¨, ¯®«³·¨¬ ²®¦¤¥±²¢®.

�°¨¬¥°. �»·¨±«¨¬ ³±«®¢³¾ ¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ¢ ¬®¬¥²

¢°¥¬¥¨ n ¡«³¦¤ ¨¥  µ®¤¨²±¿ ¢ ²®·ª¥ x ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ¢ ¬®-

¬¥² n�1 ®®  µ®¤¨«®±¼ ¢ ²®·ª¥ y: �®±ª®«¼ª³ P(f

^

S

n

= xg\f

^

S

n�1

=

yg ®²«¨·  ®² ³«¿ «¨¸¼ ¥±«¨ x = y + 1 «¨¡® x = y � 1; ²® ½²¨¬

¦¥ ±¢®©±²¢®¬ ®¡« ¤ ¥² ¨ ³±«®¢ ¿ ¢¥°®¿²®±²¼. �¥¯®±°¥¤±²¢¥»¬

¢»·¨±«¥¨¥¬ «¥£ª® ¯®«³·¨²¼, ·²®

P(f

^

S

n+1

= y + 1g \ f

^

S

n

= yg) = pP(f

^

S

n

= yg):

� «®£¨·®

P(f

^

S

n+1

= y � 1g \ f

^

S

n

= yg) = qP(f

^

S

n

= yg):

�®½²®¬³ ®ª®· ²¥«¼® ¨¬¥¥¬:

P(f

^

S

n

= xg j f

^

S

n�1

= yg) =

8

<

:

p; ¥±«¨ x = y + 1;

q; ¥±«¨ x = y � 1;

0 ¢ ®±² «¼»µ ±«³· ¿µ.

(5.4)

�¡®§ ·¨¬

^

S

x

n

= x +

^

S

n

: �¥«¨·¨ 

^

S

x

n

° ¢  ¯®«®¦¥¨¾ ¡«³-

¦¤ ¾¹¥© · ±²¨¶» ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ n; ¥±«¨ ¢  · «¼»© ¬®¬¥²
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¢°¥¬¥¨ · ±²¨¶   µ®¤¨« ±¼ ¢ ²®·ª¥ x: �±«®¢»¥ ¢¥°®¿²®±²¨ ¤«¿

^

S

x

n

²¥ ¦¥ ± ¬»¥, ².¥.

P(f

^

S

x

n

= zg j f

^

S

x

n�1

= yg) =

8

<

:

p; ¥±«¨ z = y + 1;

q; ¥±«¨ z = y � 1;

0 ¢ ®±² «¼»µ ±«³· ¿µ.

(5.5)

�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ p(x) ¢¥°®¿²®±²¼, ¢»©¤¿ ¨§ ²®·ª¨ x > 0; ª®£¤ -

«¨¡® ¢¥°³²¼±¿ ¢ 0 :

p(x) = Pf! : 9n;

^

S

x

n

(!) = 0g:

�¥®°¥¬  1.

p(x) =

(

1 ¯°¨ q � p;

�

q

p

�

x

¯°¨ q < p:

(5.6)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³ª¶¨¿ p(x) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±«¥¤³¾¹¥© ±¨-

±²¥¬¥ ³° ¢¥¨© ¯°¨ x > 1 :

p(x) = pp(x+ 1) + qp(x� 1): (5.7)

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  (5.7) ¤®±² ²®·® ¯°¨¬¥¨²¼ ´®°¬³«³ ¯®«®©

¢¥°®¿²®±²¨, ¢§¿¢ ¢ ª ·¥±²¢¥ ° §¡¨¥¨¿ ¯ °³ ¬®¦¥±²¢ B

1

; B

2

; £¤¥

B

1

±®®²¢¥²±²¢³¥² ²®¬³, ·²®   ¯¥°¢®¬ ¸ £¥ ¡«³¦¤ ¨¥ ¯®¯ ¤ ¥² ¢

²®·ª³ x+ 1 :

B

1

= f! :

^

S

x

1

(!) = x+ 1; 9n;

^

S

x

n

(!) = 0g;

  B

2

±®®²¢¥²±²¢³¥² ²®¬³, ·²®   ¯¥°¢®¬ ¸ £¥ · ±²¨¶  ¯®¯ ¤ ¥² ¢

x� 1 :

B

2

= f! :

^

S

x

1

(!) = x� 1; 9n;

^

S

x

n

(!) = 0g:

�°¨ x = 1 ¯¥°¢»© ¦¥ ±ª ·®ª ¬®¦¥² ¯°¨¢¥±²¨ · ±²¨¶³ ¢ 0; ¯®½²®¬³

p(1) = q + pp(2): (5.8)

�²®¡» ®¡º¥¤¨¨²¼ ³° ¢¥¨¿ (5.7) ¨ (5.8), ¯®«®¦¨¬ p(0) = 1; ²®£¤ 

p(x) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² (5.7) ¤«¿ ¢±¥µ x > 0:

�°¥¤«®¦¥¨¥ 1. �°¨ p 6= q ¯°®¨§¢®«¼®¥ °¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬»

(5.7) ¨¬¥¥² ¢¨¤

p(x) = c

1

�

x

1

+ c

2

�

x

2

; (5.9)
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£¤¥ �

1

= 1; �

2

= q=p | ¤¢  ª®°¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ³° ¢¥¨¿

1 = p�+ q�

�1

: (5.10)

�°¨ p = q µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®¥ ³° ¢¥¨¥ (5.10) ¨¬¥¥² ª° ²»© ª®-

°¥¼ 1: �¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬» (5.7) ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤

p(x) = c

1

+ c

2

x: (5.11)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³¤¥¬ ¨±ª ²¼ °¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬» (5.7) ¢ ¢¨¤¥

£¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¯°®£°¥±±¨¨

p(x) = a�

x

:

�®¤±² ®¢ª  ² ª®£® ¢¨¤  °¥¸¥¨¿ ¢ ³° ¢¥¨¥ ¯°¨¢®¤¨² ª ª¢ ¤° ²-

®¬³ ³° ¢¥¨¾ (5.10). �±«¨ p 6= q; ²® ª®°¨ ½²®£® ³° ¢¥¨¿ ° §-

«¨·»: �

1

= 1; �

2

= q=p: � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬»  ¸«¨ ¤¢  «¨¥©®

¥§ ¢¨±¨¬»µ °¥¸¥¨¿ (5.7): p(x) = 1 ¨ p(x) = (q=p)

x

:

�®ª ¦¥¬, ·²® ¢±¥ °¥¸¥¨¿ ¨±·¥°¯»¢ ¾²±¿ «¨¥©»¬¨ ª®¬¡¨ -

¶¨¿¬¨ c

1

+ c

2

(q=p)

x

¤¢³µ  ©¤¥»µ. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¢±¿ª®¥ °¥¸¥¨¥

p(x) ±¨±²¥¬» (5.7) ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±¢®¨¬¨ § ·¥¨¿¬¨ p(0)

¨ p(1): �¡®§ ·¨¬ Y (x) ¨ Z(x) °¥¸¥¨¿, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿¬

Y (0) = 1; Y (1) = 0; (5.12)

Z(0) = 0; Z(1) = 1:

�°®¨§¢®«¼®¥ °¥¸¥¨¥ p(x), ®·¥¢¨¤®, ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©®© ª®¬¡¨ -

¶¨¥© ½²¨µ °¥¸¥¨©:

p(x) = p(0)Y (x) + p(1)Z(x):

�¥£ª® ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ´³ª¶¨¨ Y (x) ¨ Z(x) ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼ ¯°¥¤±² -

¢¨¬» ¢ ¢¨¤¥ (5.9):

Y (x) =

q

q � p

�

p

q � p

�

q

p

�

x

; (5.13)

Z(x) = �

p

q � p

+

p

q � p

�

q

p

�

x

:

� ±«³· ¥ p = q ° §®±²®¥ ³° ¢¥¨¥ ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤

p(x� 1)� 2p(x) + p(x+ 1) = 0;

¨«¨

(p(x� 1)� p(x)) � (p(x)� p(x+ 1)) = 0:
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�» ¢¨¤¨¬, ·²® ° §®±²¼ p(x � 1) � p(x) ¯®±²®¿ , ².¥. p(x) |

«¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿, p(x) = c

1

+ c

2

x: � ¬¥²¨¬, ·²® °¥¸¥¨¿ Y (x) ¨

Z(x), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ (5.12), ¬®£³² ¡»²¼ ¯°¨ p = q ¯°¥¤±² ¢«¥»

¢ ¢¨¤¥ «¨¥©»µ ´³ª¶¨©:

Y (x) = �x+ 1; Z(x) = x;

®²ª³¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¢±¥ °¥¸¥¨¿ ¨±·¥°¯»¢ ¾²±¿ «¨¥©»¬¨ ´³ª-

¶¨¿¬¨.

�¥°¥¬±¿ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ²¥®°¥¬».

I. � ±±¬®²°¨¬ ± · «  ±«³· © q > p: �®£¤  ¢ (5.9) c

2

= 0; ² ª

ª ª p(x) � 1: �® ²®£¤  c

1

= 1; ² ª ª ª p(0) = 1 ¨ ¯®½²®¬³ p(x) = 1

¤«¿ ¢±¥µ x � 0:

II. �°¨ p = q ¢ ±¨«³ p(x) � 1 ¨§ (5.11) ®¯¿²¼ ±«¥¤³¥² c

2

= 0; ¨

p(x) = 1 ¤«¿ ¢±¥µ x > 0:

III. �±«¨ q < p; ²® ¨§ (5.9 ) ¯®«³· ¥¬, ·²® c

1

+ c

2

= 1; ² ª ª ª

p(0) = 1; ¨ ¬» ¨¬¥¥¬ ª®²¨³³¬ °¥¸¥¨©:

p(x) = c

1

+ (1� c

1

)

�

q

p

�

x

: (5.14)

� ª ¢»¡° ²¼ ¨±²¨®¥ °¥¸¥¨¥? �®«¼ª® ®¤® ¨§ ¨µ ±²°¥¬¨²±¿ ª

³«¾ ¯°¨ x ! 1: �¬³ ±®®²¢¥²±²¢³¥² c

1

= 0: �®ª ¦¥¬, ·²® ®® ¨

¥±²¼ ¨±ª®¬®¥. �«¿ ½²®£®  ¬ ¯® ¤®¡¿²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 2. �«¿ «¾¡®£® x � 1

p(2x) = p

2

(x): (5.15)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¢±¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¡«³¦¤ ¨¿, ¢»-

µ®¤¿¹¨¥ ¨§ 2x ¨ ¯®¯ ¤ ¾¹¨¥ ¢ 0; ¯°®µ®¤¿² ·¥°¥§ ²®·ª³ x: �¡®§ -

·¨¬

A

m

= f! :

^

S

2x

i

(!) 6= x ¤«¿ i < m;

^

S

2x

m

(!) = x; 9n > m :

^

S

x

n

(!) = 0g

±®¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ¡«³¦¤ ¾¹ ¿ · ±²¨¶ , ¢»©¤¿ ¢  -

· «¼»© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ ¨§ 2x; ¢¯¥°¢»¥ ¯®¯ ¤¥² ¢ x   ¸ £¥ m,  

§ ²¥¬ ª®£¤ -¨¡³¤¼ ¯®¯ ¤¥² ¢ 0: �®£¤ , ¯®±ª®«¼ª³ ±®¡»²¨¿ A

m

¥

¯¥°¥±¥ª ¾²±¿,

p(2x) = P(

[

m�x

A

m

) =

X

m�x

P(A

m

):
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� ±¨«³ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¨±¯»² ¨© �¥°³««¨, ¯®±«¥ ¯®¯ ¤ ¨¿ · -

±²¨¶» ¢ x ¯®±«¥¤³¾¹ ¿ · ±²¼ ¥¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¥ § ¢¨±¨² ®² ¯°¥¤¸¥-

±²¢³¾¹¥© · ±²¨. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ f

(m)

(y; z) ¢¥°®¿²®±²¼, ¢»©¤¿ ¨§

y; ¢¯¥°¢»¥ ¯®¯ ±²¼ ¢ z   ¸ £¥ m: �®£¤ 

P(A

m

) = f

(m)

(2x; x)p(x):

�®½²®¬³

p(2x) = p(x)

X

m

f

(m)

(2x; x) = p(x)

X

m

f

(m)

(x; 0):

� ¯®±«¥¤¥¬ ° ¢¥±²¢¥ ¬» ¢®±¯®«¼§®¢ «¨±¼ ²¥¬, ·²® ¢¥°®¿²®±²¨

²° ¥ª²®°¨© ¡«³¦¤ ¨¿ ¨¢ °¨ ²» ®²®±¨²¥«¼® ±¤¢¨£  ¯® ¯°®-

±²° ±²¢³ (±¬. (5.4) ¨ (5.5)). �®

X

m

f

(m)

(x; 0) = p(x); (5.16)

®²ª³¤  ¨ ¯®«³· ¥¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ (5.15).

�°¥¤«®¦¥¨¥ 3. �¨¡® p(x) = 1 ¯°¨ ¢±¥µ x; «¨¡® p(x) ! 0 ¯°¨

x!1:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³ª¶¨¿ p(x) ¿¢«¿¥²±¿ ¬®®²®® ¥¢®§° -

±² ¾¹¥©. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ x

0

> x; ²®

p(x

0

) = f(x

0

; x)p(x) � p(x);

£¤¥ f(x

0

; x) ¥±²¼ ¢¥°®¿²®±²¼ ª®£¤ -¨¡³¤¼ ¯®¯ ±²¼ ¨§ ²®·ª¨ x

0

¢ x:

�±«¨  ©¤¥²±¿ x ² ª®¥, ·²® p(x) < 1; ²® ¢ ±¨«³ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 2 ¯®-

±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ p(x2

n

) ±²°¥¬¨²±¿ ª ³«¾ ¯°¨ n!1: �® ´³ª¶¨¿

p(x) ¬®®²®  ¨ ®£° ¨·¥ , ±«¥¤®¢ ²¥«¼® ¥¥ ¯°¥¤¥« ° ¢¥ ³«¾.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 4. �°¨ q < p ±³¹¥±²¢³¥² x; ² ª®¥, ·²® p(x) < 1:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¬¥²¨¬, ·²® ¢¥°®¿²®±²¼ f

(m)

(x; 0) ¢¯¥°¢»¥

¯®¯ ±²¼ ¨§ x ¢ 0 §  m; m � x ¸ £®¢ ¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨²

f

(m)

(x; 0) � C

(m�x)=2

m

p

(m�x)=2

q

(m+x)=2

: (5.17)

�°¨ ½²®¬ ¿±®, ·²® ·¨±«® m ¤®«¦® ¨¬¥²¼ ²³ ¦¥ ·¥²®±²¼, ·²® ¨ x;

¯®½²®¬³ (m�x)=2 ¨ (m+x)=2 ¶¥«»¥ ·¨±« . � ± ¬®¬ ¤¥«¥, f

(m)

(x; 0)

¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² ¢¥°®¿²®±²¨ ²®£®, ·²® · ±²¨¶ , ¢»¸¥¤¸ ¿ ¨§ x; ¢

¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ m  µ®¤¨²±¿ ¢ ³«¥ (¢®§¬®¦®, ¥ ¢¯¥°¢»¥). �«¿

½²®£® · ±²¨¶¥ ¥®¡µ®¤¨¬® °®¢® (m � x)=2 ° § ¯°»£³²¼ ¢¢¥°µ ¨

(m+ x)=2 ° § ¯°»£³²¼ ¢¨§. � ª¨µ ²° ¥ª²®°¨© ±³¹¥±²¢³¥² °®¢®
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C

(m�x)=2

m

: � «¥¥, ¯®±ª®«¼ª³ pq � 1=4 ¨ ° ¢¥±²¢® pq = 1=4 ¤®±²¨£ -

¥²±¿ ¯°¨ p = q; ²® ¯°¨ q < p ±³¹¥±²¢³¥² � < 1 ² ª®¥, ·²®

2

p

pq � �;

¨ ¯®½²®¬³ ¯° ¢ ¿ · ±²¼ (5.17) ¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨²

C

(m�x)=2

m

p

(m�x)=2

q

(m+x)=2

� 2

m

(pq)

m=2

�

q

p

�

x=2

�

�

q

p

�

x=2

�

m

: (5.18)

�§ (5.16) ¨ (5.18) ±«¥¤³¥², ·²®

p(x) =

X

m�x

f

(m)

(x; 0) �

�

q

p

�

x=2

X

m�x

�

m

< 1

¤«¿ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸¨µ x:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨§ ¯°¥¤«®¦¥¨© 2, 3 ¨ 4 ±«¥¤³¥², ·²® p(x) !

0 ¯°¨ x ! 1; ¨ ¨§ (5.14) ±«¥¤³¥², ·²® p(x) = (q=p)

x

: �¥®°¥¬  1

¤®ª §  .

�¥®°¥¬  2. �¥°®¿²®±²¼ ¤®±²¨¦¥¨¿ ³«¿ ¨§ ²®·ª¨ x < 0 ° ¢ 

p(x) =

(

1 ¯°¨ p � q;

�

p

q

�

x

¯°¨ p < q:

(5.19)

�®ª § ²¥«¼±²¢®   «®£¨·® ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ²¥®°¥¬» 1.

�«¥¤±²¢¨¥. �§ (5.6) ¨ (5.19) ¯®«³· ¥¬, ·²® ¢¥°®¿²®±²¼ f

00

²®£®, ·²® · ±²¨¶ , ¢»©¤¿ ¨§ ³«¿, ª®£¤ -«¨¡® ²³¤  ¢¥°¥²±¿, ° ¢ 

f

00

= pp(1) + qp(�1) =

�

2q; ¥±«¨ q � p;

2p; ¥±«¨ q > p:

(5.20)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, · ±²¨¶ , ¢»©¤¿ ¨§ ³«¿, ¢¥°¥²±¿ ¢ 0 ± ¢¥°®¿²®-

±²¼¾ 1 ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¡«³¦¤ ¨¥ ±¨¬¬¥²°¨·®,

².¥. p = q = 1=2: �²³¨²¨¢® ½²® ¿±®, ² ª ª ª ¯°¨ p 6= q · ±²¨¶ ,

¢»©¤¿ ¨§  · «  ª®®°¤¨ ², ¡³¤¥² ±¬¥¹ ²¼±¿ ª +1; ¥±«¨ p > q; ¨

ª �1; ¥±«¨ p < q:

� ¤ ¤¨¬±¿ ¢®¯°®±®¬: ª ª®¢  ¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® · ±²¨¶  ¢¥°-

¥²±¿ ¢ 0 ¡¥±ª®¥·®¥ ·¨±«® ° §?

�¥®°¥¬  3. �¡®§ ·¨¬ A

0

±®¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® · -

±²¨¶ , ¢»©¤¿ ¨§ ³«¿, ¢¥°¥²±¿ ²³¤  ¡¥±ª®¥·®¥ ·¨±«® ° §. �®£¤ 

P(A

0

) =

�

1 ¯°¨ p = q;

0 ¯°¨ p 6= q:

(5.21)
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡®§ ·¨¬ A

0;N

±®¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬,

·²® · ±²¨¶ , ¢»©¤¿ ¨§ ³«¿, ¢¥°¥²±¿ ²³¤  ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥ N ° §.

�¡®§ ·¨¬ f

(k)

00

¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ¢ ¯¥°¢»© ° § · ±²¨¶  ¢¥°-

¥²±¿ ¢  · «® ª®®°¤¨ ² ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ k: �°¥¤±² ¢¨¢ A

0;N

ª ª

®¡º¥¤¨¥¨¥ ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ±®¡»²¨© ± ´¨ª±¨°®¢ »¬ ¬®¬¥-

²®¬ ¯¥°¢®£® ¢®§¢° ¹¥¨¿, ¯®«³·¨¬:

P(A

0;N

) =

1

X

k=1

f

(k)

00

P(A

0;N�1

) = P(A

0;N�1

)f

00

; (5.22)

£¤¥

f

00

=

1

X

k=1

f

(k)

00

¥±²¼ ¢¥°®¿²®±²¼ ª®£¤ -«¨¡® ¢¥°³²¼±¿ ¢ 0: �®±«¥¤®¢ ²¥«¼® ¯°¨-

¬¥¿¿ (5.22), ¯®«³·¨¬:

P(A

0;N

) = P(A

0;N�1

)f

00

= P(A

0;N�2

)(f

00

)

2

= : : :

= (f

00

)

N�1

P(A

0;1

) = (f

00

)

N

; (5.23)

² ª ª ª P(A

0;1

) = f

00

. �®±ª®«¼ª³ ¢ ±¨«³ ±¢®©±²¢  ¥¯°¥°»¢®±²¨

P(A

0

) = lim

N!1

P(A

0;N

);

²® ¨§ (5.23) ±«¥¤³¥², ·²® P(A

0

) = 1 ¯°¨ f

00

= 1 ¨ P(A

0

) = 0 ¯°¨

f

00

< 1: �²±¾¤  ± ³·¥²®¬ (5.20) ¯®«³· ¥¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬» 3.

�ª®«¼ª® ¦¥ ¢°¥¬¥¨ ¯® ¤®¡¨²±¿ · ±²¨¶¥,  · ¢¸¥© ¡«³¦¤ ¨¥

¢ ²®·ª¥ x > 0; ·²®¡» ¤®±²¨·¼  · «  ª®®°¤¨ ²? �²¢¥² ¤ ¥² ±«¥¤³-

¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ . �¡®§ ·¨¬ �

x;0

±«³· ©®¥ ¢°¥¬¿ ¯¥°¢®£® ¯®¯ ¤ ¨¿

¢  · «® ª®®°¤¨ ² · ±²¨¶»,  · ¢¸¥© ¡«³¦¤ ¨¥ ¢ ²®·ª¥ x > 0:

�¥®°¥¬  4. �°¨ p � q E�

x;0

=1: �°¨ p < q E�

x;0

= x=(q� p):

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 4  ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ¯®¿²¨¥ ³±«®¢-

®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿. �³±²¼ � | ¤¨±ª°¥² ¿ ¥®²°¨-

¶ ²¥«¼ ¿ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ , ²® ¥±²¼ ¯°¨¨¬ ¾¹ ¿ ª®¥·®¥ ¨«¨

±·¥²®¥ ·¨±«® § ·¥¨© x

1

; x

2

; : : : ; x

i

� 0 ¤«¿ ¢±¥µ i: �³±²¼ ±®¡»²¨¥

D � 
 ¨¬¥¥² ¯®«®¦¨²¥«¼³¾ ¢¥°®¿²®±²¼.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2. �±«®¢»¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬ ±«³-

· ©®© ¢¥«¨·¨» � ¯°¨ ³±«®¢¨¨ ±®¡»²¨¿ D  §»¢ ¥²±¿ ·¨±«®

E(�jD) =

1

X

j=1

x

j

P (� = x

j

jD): (5.24)
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� ¬¥²¨¬, ·²®

P(D)E(�jD) =

1

X

j=1

x

j

P(� = x

j

\D) �

1

X

j=1

x

j

P(� = x

j

) = E�; (5.25)

¯®½²®¬³ E(�jD) <1; ¥±«¨ E� <1:

�³±²¼ � | ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ , ¯°¨¨¬ ¾¹ ¿ ª®¥·®¥ ·¨±«®

§ ·¥¨© y

1

; : : : ; y

r

: �¡®§ ·¨¬ D

i

= f! : �(!) = y

i

g:

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.�±«®¢»¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬ E(�j�)

±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» � ®²®±¨²¥«¼® ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �  §»-

¢ ¥²±¿ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ , ¯®±²®¿ ¿   ª ¦¤®¬ ¨§ ¬®¦¥±²¢ D

i

¨ ° ¢ ¿   ¬®¦¥±²¢¥ D

i

¢¥«¨·¨¥ E(�jD

i

):

� ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ |   «®£ ´®°¬³«»

¯®«®© ¢¥°®¿²®±²¨.

�²¢¥°¦¤¥¨¥ 2.

E� = EE(�j�) =

r

X

i=1

P(D

i

)E(�jD

i

): (5.26)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ E� < 1. �®£¤  ¢ ±¨«³ (5.25) E(�jD

i

) <

1 ¤«¿ ª ¦¤®£® i: �®±¯®«¼§®¢ ¢¸¨±¼ ´®°¬³«®© ¯®«®© ¢¥°®¿²®±²¨,

¯®«³·¨¬:

E� =

1

X

j=1

x

j

P(� = x

j

) =

1

X

j=1

x

j

r

X

i=1

P(� = x

j

jD

i

)P(D

i

) =

=

r

X

i=1

P(D

i

)

1

X

j=1

x

j

P(� = x

j

jD

i

) =

r

X

i=1

P(D

i

)E(�jD

i

):

�±«¨ ¦¥ E� =1; ²® E(�jD

i

) =1 µ®²¿ ¡» ¤«¿ ®¤®£® i. � ± ¬®¬ ¤¥«¥,

¯°¥¤¯®«®¦¨¢, ·²® E(�jD

i

) <1 ¤«¿ ¢±¥µ i ¨ ° ±±¬®²°¥¢ ¯°¥¤»¤³¹³¾

¶¥¯®·ª³ ° ¢¥±²¢ ¢ ®¡° ²®¬  ¯° ¢«¥¨¨, ¯®«³·¨¬, ·²® E� < 1,

·²® ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥¬. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ³²¢¥°¦¤¥¨¥ 2 ±®¢ 

¢»¯®«¥®.

�¥°¥©¤¥¬ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ²¥®°¥¬» 4.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 4. �®±¯®«¼§³¥¬±¿ ³²¢¥°¦¤¥¨¥¬ 2,

¯®«®¦¨¢ � = �

x;0

;   � | ¡¥°³««¨¥¢±ª ¿ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ , ° ¢ ¿

¢¥«¨·¨¥ ¯¥°¢®£® ±ª ·ª  · ±²¨¶»,  µ®¤¿¹¥©±¿ ¢ ²®·ª¥ x: �±«¨ ±¢®©

¯¥°¢»© ±ª ·®ª ¨§ ²®·ª¨ x · ±²¨¶  ±®¢¥°¸ ¥² ¢¯° ¢®, ²® ³±«®¢®¥

¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ¢°¥¬¥¨ ¯¥°¢®£® ¯®¯ ¤ ¨¿ ¢ 0 ° ¢®
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E�

x+1;0

+ 1: � «®£¨·®, ³±«®¢®¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ¢°¥-

¬¥¨ ¯¥°¢®£® ¯®¯ ¤ ¨¿ ¢ 0 ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ¯¥°¢»© ±ª ·®ª ¡»«

±¤¥«  ¢«¥¢®, ° ¢® E�

x�1;0

+ 1: (�» ¯®« £ ¥¬ E�

0;0

= 0:) � ª¨¬

®¡° §®¬, ¢¥«¨·¨» T

x

= E�

x;0

³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³° ¢¥¨¾

T

x

= pT

x+1

+ qT

x�1

+ 1; T

0

= 0: (5.27)

�§ (5.6) ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨ p > q �

x;0

=1 ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ 1�(q=p)

x

>

0; ¨ ¯®½²®¬³ E�

x;0

=1:

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ q > p: �° ¢¥¨¥ (5.27) ¥®¤®°®¤®¥. �®®²¢¥²-

±²¢³¾¹¥¥ ¥¬³ ®¤®°®¤®¥ ³° ¢¥¨¥ ¬» ¨§³· «¨ ° ¥¥; ¯°¨ p 6= q

®® ¨¬¥¥² ®¡¹¥¥ °¥¸¥¨¥ A + B(q=p)

x

: � ±²®¥ °¥¸¥¨¥ ¥®¤®-

°®¤®£® ³° ¢¥¨¿ ¯°¨ p 6= q ¥±²¼ x=(q� p): � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¡¹¥¥

°¥¸¥¨¥ ³° ¢¥¨¿ (5.27)

T

x

=

x

(q � p)

+A+ B

�

q

p

�

x

: (5.28)

�° ¨·®¥ ³±«®¢¨¥ T

0

= 0 ¢«¥·¥² A +B = 0; ².¥.

T

x

=

x

(q � p)

+ B

�

q

p

�

x

�B: (5.29)

�°¨ q > p ¥±«¨ B � 0; ²® °¥¸¥¨¥ (5.29) ¯®«®¦¨²¥«¼® ¯°¨ ¢±¥µ

x > 0:

�²¥°¨°³¿ ³° ¢¥¨¥ (5.27), ¬» ¬®¦¥¬ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¥£® ¢ ±«¥¤³-

¾¹¥¬ ¢¨¤¥:

T

x

=

N�1

X

n=0

X

�:n

P(�) +

X

y>0

X

�:y

P(�)T

y

: (5.30)

�¤¥±¼

P

�:n

¡¥°¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ ¯³²¿¬ ¤«¨» n; ¢»µ®¤¿¹¨¬ ¨§ ²®·ª¨ x ¨

¥ ¯°®µ®¤¿¹¨¬ ·¥°¥§  · «® ª®®°¤¨ ²,

P

�:y

¡¥°¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ ¯³²¿¬

¤«¨» N; ¢»µ®¤¿¹¨¬ ¨§ x ¨ ®ª ·¨¢ ¾¹¨¬±¿ ¢ y ¨ ¥ ¯°®µ®¤¿¹¨¬

·¥°¥§ 0;   P(�) ¥±²¼ ¢¥°®¿²®±²¼ ¯³²¨ � :

P(�) = p

r(�)

q

l(�)

;

£¤¥ r(�) | ·¨±«® ±ª ·ª®¢ ¢¯° ¢®,   l(�) | ·¨±«® ±ª ·ª®¢ ¢«¥¢® ³ ¯³²¨

�: �®

P

�:n

P(�) ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ (5.30) ¥±²¼ ¥ ·²® ¨®¥, ª ª ¢¥°®¿²-

®±²¼ ²®£®, ·²® ¤® ¬®¬¥²  n ¢ª«¾·¨²¥«¼® ¡«³¦¤ ¾¹ ¿ · ±²¨¶ 

¥ ¯®±¥²¨«  0; ².¥. P (�

x;0

> n): � ª¨¬ ®¡° §®¬, (5.30) § ¯¨±»¢ ¥²±¿

¢ ¢¨¤¥:

T

x

=

N�1

X

n=0

P(�

x;0

> n) +

X

y>0

X

�:y

P (�)T

y

: (5.31)
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� ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ B < 0 T

x

< 0 ¤«¿ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸¨µ x; ² ª

·²® °¥¸¥¨¥ (5.29) ¥ ¨¬¥¥² ¢¥°®¿²®±²®£® ±¬»±« . �®±ª®«¼ª³

¯°¨ B > 0 ¨ q > p T

x

> 0 ¯°¨ ¢±¥µ x > 0; ²® ¢²®°®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¢

(5.31) ¯®«®¦¨²¥«¼® ¨, § ·¨², ¤«¿ «¾¡®£® N ¨ «¾¡®£® x > 0

N�1

X

n=0

P(�

x;0

> n) � T

x

: (5.32)

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®£® x > 0 °¿¤

1

X

n=0

P(�

x;0

> n) <1:

�®

1

X

n=0

P(�

x;0

> n) =

1

X

n=0

nP(�

x;0

= n) = E�

x;0

:

�² ª, ¬» ¯®ª § «¨, ·²® ¯°¨ q > p E�

x;0

< 1; ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,

®® ±®¢¯ ¤ ¥² ± °¥¸¥¨¥¬ (5.29) ³° ¢¥¨¿ (5.27).

�²¢¥°¦¤¥¨¥ 3. �±«¨ ±°¥¤¥¥ ¢°¥¬¿ ¯®¯ ¤ ¨¿ ¨§ x ¢ 0 ª®-

¥·®, ²® ®® ° ±²¥² ± °®±²®¬ x «¨¥©»¬ ®¡° §®¬, ².¥. ¥±«¨

E�

x;0

<1; ²® ±³¹¥±²¢³¥² ª®±² ²  c > 0 ² ª ¿, ·²® E�

x;0

= cx:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®«®¦¨¬ c = E�

x;x�1

| ±°¥¤¥¥ ¢°¥¬¿ ¯¥°-

¢®£® ¯®¯ ¤ ¨¿ ¨§ x ¢ x � 1: �® ª®¥·®, ¯®±ª®«¼ª³ E�

x;0

< 1:

�® ² ª ª ª ¢°¥¬¿ �

x;0

¯¥°¢®£® ¯®¯ ¤ ¨¿ ¨§ x ¢ 0 ±ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¨§

¢°¥¬¥¨ �

x;x�1

¯¥°¢®£® ¯®¯ ¤ ¨¿ ¨§ x ¢ x � 1; ¢°¥¬¥¨ �

x�1;x�2

¯¥°¢®£® ¯®¯ ¤ ¨¿ ¨§ x�1 ¢ x�2 ¨ ².¤., ¨ ¢±¥ ½²¨ ¢¥«¨·¨» ° ¢»

¬¥¦¤³ ±®¡®©, ²®

E�

x;0

= E�

x;x�1

+ : : :+ E�

1;0

= cx; (5.33)

·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.

�§ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ 3 ¢»²¥ª ¥², ·²® °¥¸¥¨¥ (5.29) ¨¬¥¥² ¢¥°®¿²-

®±²»© ±¬»±« «¨¸¼ ¯°¨ B = 0; ² ª ª ª ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ E�

x;0

°®±«® ¡» ½ª±¯®¥¶¨ «¼®. �² ª, ¯°¨ q > p E�

x;0

= x=(q � p):

� ¬ ®±² «®±¼ ° §®¡° ²¼ ±«³· © p = q: �° ¢¥¨¥ (5.27) ¢ ½²®¬

±«³· ¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤

T

x

=

1

2

T

x+1

+

1

2

T

x�1

+ 1; T

0

= 0: (5.34)

�¡¹¥¥ °¥¸¥¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ®¤®°®¤®£® ³° ¢¥¨¿ ¨¬¥¥²

¢¨¤ c

1

+ c

2

x: � ±²®¥ °¥¸¥¨¥ ³° ¢¥¨¿ (5.34) T

x

= �x

2

: � ª¨¬
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®¡° §®¬, ®¡¹¥¥ °¥¸¥¨¥ (5.34) ° ¢®

T

x

= �x

2

+ c

1

+ c

2

x: (5.35)

�¥¸¥¨¥ (5.35) ¥ ¿¢«¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼»¬   ¢±¥© ¯®«³®±¨ x > 0

¨ ¯°¨ ª ª¨µ § ·¥¨¿µ c

1

; c

2

; ¯®½²®¬³ (5.35) ¥ ¨¬¥¥² ¢¥°®¿²®±²-

®£® ±¬»±« . �®½²®¬³ ¥¤¨±²¢¥»¬ ¥®²°¨¶ ²¥«¼»¬ °¥¸¥¨¥¬

¿¢«¿¥²±¿ T

x

� +1: �¥®°¥¬  4 ¤®ª §  .

�¨²¥° ²³° 

�¥««¥° �. �¢¥¤¥¨¥ ¢ ²¥®°¨¾ ¢¥°®¿²®±²¥© ¨ ¥¥ ¯°¨«®¦¥¨¿,

²®¬ 1, £« ¢  14, xx1� 3: �¯¨¶¥° �. �°¨¶¨¯» ±«³· ©®£® ¡«³¦¤ -

¨¿. �., �¨°, 1969, £« ¢  1, x1:
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�¥ª¶¨¿ 6

�¥¯¨ � °ª®¢ 

�³±²¼ § ¤ » ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¬®¦¥±²¢® S = f1; 2; : : : ; ng ¨§ n

½«¥¬¥²®¢ ¨ ¬ ²°¨¶  P = (p

ij

) ° §¬¥°  n� n ² ª ¿, ·²®

0 � p

ij

� 1;

n

X

j=1

p

ij

= 1 ¤«¿ ¢±¥µ i:

� ª ¿ ¬ ²°¨¶   §»¢ ¥²±¿ ±²®µ ±²¨·¥±ª®©. � ¥© ³¤®¡® ±¢¿§»-

¢ ²¼  ¯° ¢«¥»© £° ´, ¢¥°¸¨» ª®²®°®£® ±®®²¢¥²±²¢³¾² ½«¥-

¬¥² ¬ ¬®¦¥±²¢  S: �°®¢¥¤¥¬  ¯° ¢«¥®¥ °¥¡°® ¨§ i ¢ j ²®£¤ 

¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  p

ij

6= 0:

� ±±¬®²°¨¬ ¯°®±²° ±²¢® 


(T )

¢±¥¢®§¬®¦»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®-

±²¥© ! = (!

0

; !

1

; : : : ; !

T

) ¤«¨» T + 1; ½«¥¬¥²» ª®²®°»µ ¯°¨ ¤«¥-

¦ ² S: � ª¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ²° ¥ª²®°¨¿¬¨ ¨

¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ±¥¡¥ ª ª ¯³²¼ · ±²¨¶», ¡«³¦¤ ¾¹¥© ¯® £° ´³.

� ¤ ¤¨¬ ¢¥°®¿²®±²³¾ ¬¥°³ P

(T )

  ²° ¥ª²®°¨¿µ ±«¥¤³¾¹¨¬

®¡° §®¬:

P

(T )

(!) = p

(0)

!

0

p

!

0

!

1

p

!

1

!

2

: : : p

!

T�1

!

T

; (6.1)

£¤¥ p

(0)

= (p

(0)

i

; i = 1; : : : ; n) | ¢¥°®¿²®±² ¿ ¬¥°    ¯°®±²° -

±²¢¥ S: �» ¨²¥°¯°¥²¨°³¥¬ p

(0)

i

ª ª ¢¥°®¿²®±²¼  · ²¼ ¯³²¼ ¨§

±®±²®¿¨¿ i: �±«¨ ®±³¹¥±²¢«¿¥²±¿ ±®¡»²¨¥ !

t

= j; £®¢®°¿², ·²® ¢

¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t ¶¥¯¼  µ®¤¨²±¿ ¢ ±®±²®¿¨¨ j: �®¢®°¿² ² ª¦¥,

·²® p

ij

¥±²¼ ¢¥°®¿²®±²¼ ¯¥°¥µ®¤  ¨§ ¢¥°¸¨» i ¢ ¢¥°¸¨³ j:

�°¥¤«®¦¥¨¥ 1. �¥°  P

(T )

§ ¤   ± ¯®¬®¹¼¾ (6.1) ª®°°¥ª²®,

²® ¥±²¼

X

!2


(T )

P

(T )

(!) = 1: (6.2)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ´¨ª±¨°³¥¬ !

0

; !

1

; : : : ; !

T�1

¨ ¯°®±³¬¬¨°³-

¥¬ ¢ (6.2) ¯® !

T

: �®±ª®«¼ª³ ¬ ²°¨¶  P ±²®µ ±²¨·¥±ª ¿, ¯®«³·¨¬

X

!

0

;:::;!

T

p

(0)

!

0

p

!

0

!

1

: : : p

!

T�1

!

T

=

X

!

0

;:::;!

T�1

p

(0)

!

0

p

!

0

!

1

: : : p

!

T�2

!

T�1

:
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�³¬¬¨°³¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® ¯® !

T�1

; : : : ; !

0

¨ ¯®«¼§³¿±¼   ª ¦¤®¬

¸ £¥ ±²®µ ±²¨·®±²¼¾ ¬ ²°¨¶» P; ¯®«³·¨¬ (6.2).

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1. �®¥·®© ¶¥¯¼¾ � °ª®¢  ± ¤¨±ª°¥²»¬ ¢°¥-

¬¥¥¬ t = 0; 1; : : :; T ± ¯°®±²° ±²¢®¬ ±®±²®¿¨© S; ¬ ²°¨¶¥© ¯¥°¥-

µ®¤»µ ¢¥°®¿²®±²¥© P ¨  · «¼»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬ (¨«¨ ¢¥ª²®°®¬

 · «¼»µ ¢¥°®¿²®±²¥©) p

(0)

 §»¢ ¥²±¿ ¬¥°  P

(T )

  ¯°®±²° -

±²¢¥ 


(T )

; § ¤  ¿ ± ¯®¬®¹¼¾ (6.1).

� ±«³· ¥, ¥±«¨ ¢±¥ ª®®°¤¨ ²» ¢¥ª²®°   · «¼»µ ¢¥°®¿²®±²¥©

p

(0)

, §  ¨±ª«¾·¥¨¥¬ i-©, ° ¢» ³«¾, £®¢®°¿², ·²® ¬ °ª®¢±ª ¿ ¶¥¯¼

¨¬¥¥²  · «¼®¥ ±®±²®¿¨¥ i:

� «®£¨·® ¯°¥¤«®¦¥¨¾ 1 ¤®ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® t

0

< t

¨ «¾¡®£® ! 2 


(t)

X

!

t

0

+1

;:::;!

t

P

(t)

(!) = p

(0)

!

0

p

!

0

!

1

: : : p

!

t

0

�1

!

t

0

= P

(t

0

)

(!

(t

0

)

);

£¤¥ ±³¬¬¨°®¢ ¨¥ ¢¥¤¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ ¢®§¬®¦»¬ § ·¥¨¥¿¬ !

t

0

+1

2

S; : : : ; !

t

2 S;   !

(t

0

)

®¡®§ · ¥² ®£° ¨·¥¨¥ ¢¥ª²®°  ! 2 


(t)

 

¯°®±²° ±²¢® 


(t

0

)

. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¥°®¿²®±²¼, ¨¤³¶¨°®¢  ¿

  ¯°®±²° ±²¢¥ 


(t

0

)

¬¥°®© P

(t)

; ±®¢¯ ¤ ¥² ± P

(t

0

)

: �®¤®¡® ²®¬³,

ª ª ¬» ¯®±²°®¨«¨ ¬¥°³   ¡¥±ª®¥·»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¿µ ¤«¿

±µ¥¬» �¥°³««¨, ¬» ¬®¦¥¬ ¯®±²°®¨²¼ ¬¥°³   ¡¥±ª®¥·»µ ¯®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼®±²¿µ ! ± ½«¥¬¥² ¬¨ ¨§ S: �®½²®¬³ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬»

¨®£¤  ®¯³±ª ¥¬ ¨¤¥ª± ³ ¬¥°» P

(t)

:

�°¨¬¥°. � ±±¬®²°¨¬ ®²°¥§®ª [�N;N ] ¶¥«®·¨±«¥®© ®±¨ ¨ ° ±-

±¬®²°¨¬ ±«³· ©®¥ ¡«³¦¤ ¨¥, ª®²®°®¥ ¬» ¨§³· «¨ ¢ «¥ª¶¨¨ 5, ±³-

§¨¢ ¥£®   ½²®² ®²°¥§®ª. � ¨¬¥®, ¤«¿ «¾¡®© ¢³²°¥¥© ²®·ª¨

y ®²°¥§ª  ¢¥°®¿²®±²¨ ¯¥°¥µ®¤®¢ § ¤ ¾²±¿ ´®°¬³«®© (5.5). �«¿

y = �N ¯®«®¦¨¬

P (

^

S

t

= x j

^

S

t�1

= �N ) =

8

<

:

p; ¥±«¨ x = �N + 1;

q; ¥±«¨ x = �N ;

0 ¢ ®±² «¼»µ ±«³· ¿µ.

� «®£¨·® ¤«¿ y = N ¯®«®¦¨¬

P (

^

S

t

= x j

^

S

t�1

= N ) =

8

<

:

p; ¥±«¨ x = N ;

q; ¥±«¨ x = N � 1;

0 ¢ ®±² «¼»µ ±«³· ¿µ.

�®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨

^

S

t

®¡° §³¥² ª®¥·³¾ ¶¥¯¼

� °ª®¢ , ¯¥°¥µ®¤» ª®²®°®© £° ´¨·¥±ª¨ ¨§®¡° ¦¥»   °¨±³ª¥

6.1.
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u u u u

p

q

q p

�¨±. 6.1. �«³· ©®¥ ¡«³¦¤ ¨¥   ®²°¥§ª¥.

�³±²¼ ¬ °ª®¢±ª ¿ ¶¥¯¼ ¨¬¥¥²  · «¼®¥ ±®±²®¿¨¥ i; ².¥. p

(0)

i

=

1: �¡®§ ·¨¬ p

(t)

ij

¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t ¶¥¯¼

 µ®¤¨²±¿ ¢ ±®±²®¿¨¨ j: � · ±²®±²¨, p

(1)

ij

= p

ij

¨

p

(2)

ij

=

X

k2S

p

ik

p

kj

: (6.3)

�  ¿§»ª¥ ¬ ²°¨¶ ° ¢¥±²¢® (6.3) ®§ · ¥², ·²® p

(2)

ij

¿¢«¿¥²±¿ ½«¥¬¥-

²®¬ ¬ ²°¨¶» P

2

: �® ¨¤³ª¶¨¨ ¬» ¯®«³· ¥¬ °¥ª³°°¥²³¾ ´®°-

¬³«³

p

(t)

ij

=

X

k2S

p

ik

p

(t�1)

kj

; (6.4)

ª®²®° ¿ ®§ · ¥², ·²® ¨²¥°¥±³¾¹ ¿  ± ¢¥°®¿²®±²¼ p

(t)

ij

§ ¤ ¥²±¿

(ij)-¬ ½«¥¬¥²®¬ t-© ±²¥¯¥¨ ¬ ²°¨¶» ¯¥°¥µ®¤®¢ P:

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ ¢¥ª²®° p

(0)

 · «¼»µ ¢¥°®¿²®±²¥© ¯°®¨§¢®«¼-

»©. �¡®§ ·¨¬ p

(t)

 ¡®° ¢¥°®¿²®±²¥© p

(t)

j

= P

(t)

(!

t

= j); j 2 S:

�  §»¢ ¥²±¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ¬ °ª®¢±ª®© ¶¥¯¨ ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨

t: �®£¤ 

p

(t)

j

=

X

i2S

p

(0)

i

p

(t)

ij

;

²® ¥±²¼ ·²®¡»  ©²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢¥°®¿²®±²¥© ¢ ¬®¬¥² t; ³¦®

ª ¢¥ª²®°³-±²°®ª¥ p

(0)

 · «¼®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯°¨¬¥¨²¼ ¬ ²°¨-

¶³ P

t

:

p

(t)

= p

(0)

P

t

:

�°¥¤«®¦¥¨¥ 2. �³±²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±®±²®¿¨© i

0

; i

1

;

: : : ; i

t�1

; i ² ª®¢ , ·²®

Pf!

0

= i

0

; : : : ; !

t�1

= i

t�1

; !

t

= ig > 0:
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�®£¤ 

Pf!

t+1

= j j !

0

= i

0

; : : : ; !

t

= ig = p

ij

:

�®ª § ²¥«¼±²¢®.

Pf!

t+1

= j j !

0

= i

0

; : : : ; !

t

= ig =

=

Pf!

t+1

= j; !

0

= i

0

; : : : ; !

t

= ig

Pf!

0

= i

0

; : : : ; !

t�1

= i

t�1

; !

t

= ig

=

=

p

(0)

i

0

p

i

0

i

1

: : : p

i

t�1

i

p

ij

p

(0)

i

0

p

i

0

i

1

: : : p

i

t�1

i

= p

ij

:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ³±«®¢ ¿ ¢¥°®¿²®±²¼ ®ª § ²¼±¿ ¢ ¬®¬¥² ¢°¥-

¬¥¨ t ¢ ¥ª®²®°®¬ ±®±²®¿¨¨ ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® § ¤ » ±®±²®¿¨¿

¶¥¯¨ ¢® ¢±¥ ¯°¥¤»¤³¹¨¥ ¬®¬¥²» ¢°¥¬¥¨, § ¢¨±¨² «¨¸¼ ®² ±®±²®¿-

¨¿ ¢ ¬®¬¥² t�1 ¨ ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢±¥µ ¯°¥¤»¤³¹¨µ ±®±²®¿¨©. �²®

±¢®©±²¢® ¨®£¤  ¡¥°¥²±¿ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¶¥¯¨ � °ª®¢ . �£®

¬®¦® ¯®¨¬ ²¼ ² ª, ·²® ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ " ±²®¿¹¥¬" "¡³¤³-

¹¥¥" ¥ § ¢¨±¨² ®² "¯°®¸«®£®" (±¬. ² ª¦¥ ³¯° ¦¥¨¥ 1 ¨¦¥).

�°¥¤«®¦¥¨¥ 3. �«¿ «¾¡®£® t > 0

Pf!

t+k

= j j !

t

= ig = p

(k)

ij

;

£¤¥ p

(k)

ij

| ½«¥¬¥² ¬ ²°¨¶» P

k

:

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¯® ¨¤³ª¶¨¨. �°¨ k = 1

Pf!

t+1

= j j !

t

= ig =

Pf!

t+1

= j; !

t

= ig

Pf!

t

= ig

=

=

P

i

0

:::i

t�1

p

(0)

i

0

p

i

0

i

1

: : : p

i

t�1

i

p

ij

P

i

0

:::i

t�1

p

(0)

i

0

p

i

0

i

1

: : : p

i

t�1

i

= p

ij

:

� «¥¥, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ k � m ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®.

�¬¥¥¬

Pf!

t+m+1

= j j !

t

= ig =

Pf!

t+m+1

= j; !

t

= ig

Pf!

t

= ig

=

=

P

s

Pf!

t+m+1

= j; !

t+m

= s; !

t

= ig

Pf!

t

= ig

=

=

P

s

Pf!

t+m+1

= j j !

t+m

= s; !

t

= igP(!

t+m

= s; !

t

= i)

Pf!

t

= ig

=
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=

X

s

Pf!

t+m+1

= j j !

t+m

= s; !

t

= igPf!

t+m

= s j !

t

= ig =

=

X

s

p

(m)

is

p

sj

= p

(m+1)

ij

:

�¤¥±¼ ¬» ¢®±¯®«¼§®¢ «¨±¼ ²¥¬, ·²® ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¨¤³ª¶¨¨

Pf!

t+m

= s j !

t

= ig = p

(m)

is

;

  ¨§ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 2 ±«¥¤³¥², ·²®

Pf!

t+m+1

= j j !

t+m

= s; !

t

= ig = p

sj

:

�¯° ¦¥¨¥ 1. �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡»µ s; r > 0 ±®¡»²¨¿

f!

t+s

= ig ¨ f!

t�r

= jg ³±«®¢® ¥§ ¢¨±¨¬» ¯°¨ ³±«®¢¨¨ f!

t

= kg;

².¥.

Pf!

t+s

= i; !

t�r

= j j!

t

= kg = (6.5)

= Pf!

t+s

= i j!

t

= kgPf!

t�r

= j j!

t

= kg:

�±«®¢¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®±²¨. �³±²¼ ¤«¿ ¬ °ª®¢±ª®© ¶¥¯¨ ¢»-

¯®«¥® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³±«®¢¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®±²¨: ±³¹¥±²¢³¾² t

0

¨  >

0 ² ª¨¥, ·²®

p

(t

0

)

ij

>  (6.6)

¤«¿ ¢±¥µ i; j: � ½²®¬ ±«³· ¥ ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ¶¥¯¼ � °ª®¢  ¥-

¯°¨¢®¤¨¬  ¨  ¯¥°¨®¤¨· .

�°¨¬¥°» ¶¥¯¥© � °ª®¢ , ¤«¿ ª®²®°»µ ³±«®¢¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®-

±²¨ ¥ ¢»¯®«¥®.

1. �°®±²° ±²¢® ±®±²®¿¨© S ° §¡¨²®   ¤¢  ¯®¤¬®¦¥±²¢  A

¨ B ² ª¨¥, ·²® p

ij

= 0 ¤«¿ ¢±¥µ i 2 A; j 2 B ¨ ¢±¥µ j 2 A; i 2 B (±¬.

°¨±. 6. 2). � ª ¿ ¶¥¯¼  §»¢ ¥²±¿ ¯°¨¢®¤¨¬®©.

2. �¥°¨®¤¨·¥±ª ¿ ¶¥¯¼: ¯°¨¬¥° ¤ ¥² £° ´ ¶¥¯¨ ¨§ ¤¢³µ ±®±²®¿-

¨©   °¨±³ª¥ 6.3, £¤¥ ª ¦¤»© ¯¥°¥µ®¤ ¨¬¥¥² ¢¥°®¿²®±²¼ 1. � -

²°¨¶  ¯¥°¥µ®¤®¢ ½²®© ¶¥¯¨ ° ¢ 

P =

�

0 1

1 0

�

¯®½²®¬³ P

k

= P; ¥±«¨ k ·¥²®, ¨ P

k

= E; ¥±«¨ k ¥·¥²®, £¤¥ E |

¥¤¨¨· ¿ ¬ ²°¨¶ .

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2. �®±²®¿¨¥ i  §»¢ ¥²±¿ ¥±³¹¥±²¢¥»¬, ¥±-

«¨ ± ¯®«®¦¨²¥«¼®© ¢¥°®¿²®±²¼¾ ¬®¦® ®ª § ²¼±¿ ¢¥ ½²®£® ±®±²®-

¿¨¿ §  ª®¥·»© ¯°®¬¥¦³²®ª ¢°¥¬¥¨, ® ¥«¼§¿ ¢ ¥£® ¢¥°³²¼±¿,
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A

B

�¨±. 6.2. �°¨¢®¤¨¬ ¿ ¶¥¯¼.

vv

1

1

�¨±. 6.3. �¥°¨®¤¨·¥±ª ¿ ¶¥¯¼.
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u u u

��

��

��

��

a

�¨±. 6.4. �¥¯¼ ± ¥±³¹¥±²¢¥»¬¨ ±®±²®¿¨¿¬¨.

².¥. ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥m ¨ j; ·²® p

(m)

ij

> 0; ® ¤«¿ ¢±¥µ t p

(t)

ji

= 0:

� ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ ±®±²®¿¨¥  §»¢ ¥²±¿ ±³¹¥±²¢¥»¬.

�  °¨±³ª¥ 6.4 ¤ » ¯°¨¬¥°» ¥±³¹¥±²¢¥»µ ±®±²®¿¨©. �¤¥±¼

¢±¥ ±®±²®¿¨¿, ª°®¬¥ a; ¥±³¹¥±²¢¥». �®¦¥±²¢® ±³¹¥±²¢¥-

»µ ±®±²®¿¨© ®¡« ¤ ¥², ®·¥¢¨¤®, ²¥¬ ±¢®©±²¢®¬, ·²®, ¯®¯ ¢ ¢

¥£®, ¬ °ª®¢±ª ¿ ¶¥¯¼ ¨ª®£¤  ³¦¥ ¥£® ¥ ¯®ª¨¥². �®¦® ¯®-

ª § ²¼, ·²® ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  ¢±¥ ±®±²®¿¨¿ ¬ °ª®¢±ª®© ¶¥¯¨ ±³¹¥-

±²¢¥», ¯°¨¬¥°» ¥¢»¯®«¨¬®±²¨ ³±«®¢¨¿ ¯®«®¦¨²¥«¼®±²¨ ¨±-

·¥°¯»¢ ¾²±¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬¨ ¨ ¯°¨¢®¤¨¬»¬¨ ¶¥¯¿¬¨.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3. �¥°®¿²®±² ¿ ¬¥°  � = (�

1

; : : : ; �

n

)   ¬®-

¦¥±²¢¥ S  §»¢ ¥²±¿ ¨¢ °¨ ²®© ¬¥°®© ¬ °ª®¢±ª®© ¶¥¯¨, ¥±«¨

� = �P:

�¥®°¥¬  1 (�°£®¤¨·¥±ª ¿ ²¥®°¥¬ ). �³±²¼ ¤«¿ ¬ °ª®¢-

±ª®© ¶¥¯¨ ¢»¯®«¥® ³±«®¢¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®±²¨ (6.6). �®£¤  ±³¹¥-

±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥ ¿ ¢¥°®¿²®±² ¿ ¨¢ °¨ ² ¿ ¬¥°  � ¤«¿ ½²®©

¬ °ª®¢±ª®© ¶¥¯¨, ¨ ¤«¿ ¢±¥µ i; j

lim

t!1

p

(t)

ij

= �

j

: (6.7)

�®«¥¥ ²®£®, ±µ®¤¨¬®±²¼ ª ¨¢ °¨ ²®¬³ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¾ ½ª±¯®¥-

¶¨ «¼ , ².¥. ±³¹¥±²¢³¾² ¯®«®¦¨²¥«¼»¥ ª®±² ²» c ¨ � ² ª¨¥,

·²® ¤«¿ «¾¡»µ i ¨ j ¤«¿ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸¨µ t

j p

(t)

ij

� �

j

j< c exp(�t�): (6.8)

� ¬¥· ¨¥. �§ (6.7) ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®£®  · «¼®£® ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¿ p

(0)

lim

t!1

p

(0)

P

t

= �:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � · «  ¯°¨¢¥¤¥¬ ¨¤¥¾ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ . � ±-

±¬®²°¨¬ ¤¢¥ ¢¥°®¿²®±²»¥ ¬¥°»   ¯°®±²° ±²¢¥ S : �

0

¨ �

00

: �®-

±ª®«¼ª³

P

i

(�

0

i

� �

00

i

) = 0; ¢¥ª²®° �

0

� �

00

¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª
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° §®±²¼ ¤¢³µ ¥®²°¨¶ ²¥«¼»µ ¬¥°   S ± ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¬¨±¿

®±¨²¥«¿¬¨ ¨ ± ®¤¨ ª®¢®© ¬ ±±®©, ° ¢®©

P

+

(�

0

i

� �

00

i

); £¤¥

P

+

®§ · ¥², ·²® ¢ ±³¬¬³ ¢ª«¾· ¾²±¿ «¨¸¼ ¥®²°¨¶ ²¥«¼»¥ ±« £ ¥-

¬»¥. �®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ®¯¥° ²®° , § ¤ ®£® ±²®µ ±²¨·¥±ª®© ¬ ²°¨-

¶¥© P

t

0

; ¯®«®¦¨²¥«¼ ¿ ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ ¬ ±±  ¯¥°¥° ±¯°¥¤¥«¿²±¿

¥ª®²®°»¬ ®¡° §®¬ ¯® ±®±²®¿¨¿¬. �°¨ ½²®¬ ¯®±ª®«¼ª³ p

t

0

ij

> ;

²® ®¡¿§ ²¥«¼® ¯°®¨§®©¤³² ±®ª° ¹¥¨¿ ¬ ±±». �¥§³«¼²¨°³¾¹³¾

¬¥°³ ¬®¦® ¢®¢¼ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª ° §®±²¼ ¤¢³µ ¥®²°¨¶ ²¥«¼-

»µ ¬¥° ± ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¬¨±¿ ®±¨²¥«¿¬¨ ¨ ± ®¤¨ ª®¢®© ¬ ±±®©,

®¤ ª® ¬ ±±  ®¢®© ¬¥°» ®ª ¦¥²±¿ ±²°®£® ¬¥¼¸¥ ¬ ±±» ¨±µ®¤®©

¬¥°». �§¿¢ �

0

= p

(0)

P

t

0

; �

00

= p

(0)

P

t

00

¨ ¯°®¤®«¦ ¿   «®£¨·®, ¯®-

«³·¨¬, ·²® ¬ ±±  ° §®±²¨ p

(0)

P

t

0

� p

(0)

P

t

00

¬ «  ¤«¿ ¤®±² ²®·®

¡®«¼¸¨µ t

0

; t

00

;   ½²® ¨ ®§ · ¥² ±µ®¤¨¬®±²¼.

�°¨¢¥¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ¯®¤°®¡®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®. �¯°¥¤¥«¨¬ ° ±±²®-

¿¨¥ d(�

0

; �

00

) ¬¥¦¤³ ¢¥°®¿²®±²»¬¨ ¬¥° ¬¨ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

d(�

0

; �

00

) =

1

2

n

X

i=1

j �

0

i

� �

00

i

j : (6.9)

�°®±²° ±²¢® ¢¥°®¿²®±²»µ ¬¥°   S ± ¬¥²°¨ª®© d ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«-

»¬ ¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ¯°®±²° ±²¢®¬. � ¬¥²¨¬, ·²®

d(�

0

; �

00

) � 1:

�°®¬¥ ²®£®,

d(�

0

; �

00

) =

1

2

n

X

i=1

j �

0

i

� �

00

i

j=

1

2

X

+

(�

0

i

� �

00

i

)+

+

1

2

X

+

(�

00

i

� �

0

i

) =

X

+

(�

0

i

� �

00

i

):

�¥¬¬  1.

 ) �±«¨ Q|±²®µ ±²¨·¥±ª ¿ ¬ ²°¨¶ ,   p|¢¥°®¿²®±² ¿ ¬¥° ,

²® pQ ²®¦¥ ¢¥°®¿²®±² ¿ ¬¥° .

¡) �±«¨ ±²®µ ±²¨·¥±ª ¿ ¬ ²°¨¶  Q ² ª®¢ , ·²® q

ij

�  > 0 ¤«¿

¥ª®²®°®£®  ¨ ¤«¿ ¢±¥µ i; j; ²® ¤«¿ «¾¡»µ ¢¥°®¿²®±²»µ ¬¥° �

0

¨

�

00

d(�

0

Q;�

00

Q) � (1� )d(�

0

; �

00

): (6.10)

�®ª § ²¥«¼±²¢®.

 ) �³±²¼ p

0

= pQ: �®£¤ , ®·¥¢¨¤®, p

0

j

� 0 ¤«¿ ¢±¥µ j: � «¥¥,

X

j

p

0

j

=

X

j

X

i

p

i

q

ij

=

X

i

p

i

X

j

q

ij

= 1:
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¡)

d(�

0

Q;�

00

Q) =

X

+

j

X

i

(�

0

i

� �

00

i

)q

ij

�

X

+

j

X

+

i

(�

0

i

� �

00

i

)q

ij

=

=

X

+

i

(�

0

i

� �

00

i

)

X

+

j

q

ij

� d(�

0

; �

00

);

² ª ª ª

P

+

j

q

ij

�

P

j

q

ij

= 1: � ¬¥²¨¬, ·²® ±³¬¬ 

P

+

j

q

ij

¥ ¬®¦¥²

±®¤¥°¦ ²¼ ±³¬¬¨°®¢ ¨¿ ¯® ¢±¥¬ ¨¤¥ª± ¬ j: �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨

¡» ¤«¿ ª ¦¤®£® j

n

X

i=1

�

0

i

q

ij

>

n

X

i=1

�

00

i

q

ij

;

²®

n

X

j=1

n

X

i=1

�

0

i

q

ij

>

n

X

j=1

n

X

i=1

�

00

i

q

ij

;

¨, § ·¨², ±³¬¬  ª®®°¤¨ ² ¢¥ª²®°  (�

0

� �

00

)Q ¯®«®¦¨²¥«¼ , ·²®

¥¢®§¬®¦®, ² ª ª ª ¢ ±¨«³ ¯³ª²   ) ¢¥ª²®°» �

0

Q ¨ �

00

Q ¢¥°®¿²-

®±²»¥. �² ª, ¢ ±³¬¬¥

P

+

j

q

ij

µ®²¿ ¡» ®¤¨ ¨¤¥ª± j ®²±³²±²¢³¥²,

¯®½²®¬³ ¥±«¨ q

ij

>  ¤«¿ ¢±¥µ i; j; ²®

X

+

j

q

ij

< 1� :

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®

d(�

0

Q;�

00

Q) � (1� )

X

+

i

(�

0

i

� �

00

i

) = (1� ) d(�

0

; �

00

):

�¥¬¬  1 ¤®ª §  .

�°®¤®«¦¨¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ½°£®¤¨·¥±ª®© ²¥®°¥¬». �³±²¼ p

(0)

¥±²¼ ¯°®¨§¢®«¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢¥°®¿²®±²¥©   S: �®ª ¦¥¬, ·²®

¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼

p

(t)

= p

(0)

P

t

¿¢«¿¥²±¿ ´³¤ ¬¥² «¼®©, ².¥. ¤«¿ «¾¡®£® " > 0  ©¤¥²±¿N ² ª®¥,

·²® ¤«¿ «¾¡®£® t > N ¨ «¾¡®£® m > 0

d (p

(t)

; p

(t+m)

) < ": (6.11)

�®«®¦¨¬

�

0

= p

(t�t

0

)

; �

00

= p

(t+m�t

0

)

; Q = P

t

0

¨ ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ «¥¬¬®© 1. �®«³·¨¬:

d(p

(t)

; p

(t+m)

) = d(p

(0)

P

t

; p

(0)

P

t+m

) �
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� (1� ) d(p

(0)

P

t�t

0

; p

(0)

P

t+m�t

0

) � : : :

: : : � (1� )

k

d(p

(0)

P

t�kt

0

; p

(0)

P

t+m�kt

0

) � (1� )

k

; (6.12)

£¤¥ k ¥±²¼  ¨¡®«¼¸¥¥ ¶¥«®¥, ² ª®¥, ·²® kt

0

� t: �«¿ ¤®±² ²®·®

¡®«¼¸®£® t ®²±¾¤  ±«¥¤³¥² (6.11). �¡®§ ·¨¬

� = lim

t!1

p

(t)

:

�®£¤ 

�P = ( lim

t!1

p

(t)

)P = lim

t!1

(p

(0)

P

t

)P = lim

t!1

p

(0)

P

t+1

= �;

²® ¥±²¼ � | ¨¢ °¨ ² ¿ ¬¥° :

�P = �:

�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼ ¥¤¨±²¢¥®±²¼ ¨¢ °¨ ²®© ¬¥°». �®¯³±²¨¬,

¨¬¥¾²±¿ ¤¢¥ ¨¢ °¨ ²»¥ ¬¥°», �

(1)

¨ �

(2)

: �®£¤ 

�

(1)

= �

(1)

P

t

0

; �

(2)

= �

(2)

P

t

0

:

�®½²®¬³

d(�

(1)

; �

(2)

) = d(�

(1)

P

t

0

; �

(2)

P

t

0

) � (1� ) d(�

(1)

; �

(2)

);

®²ª³¤  ±«¥¤³¥², ·²® d(�

(1)

; �

(2)

) = 0:

�² ª,

lim

t!1

p

(0)

P

t

= �

¥ § ¢¨±¨² ®²  · «¼®£® ¢¥ª²®°  p

(0)

:

�®§¼¬¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥  · «¼®© ¬¥°» ¬¥°³ �

(i)

; ±®±°¥¤®²®·¥³¾

¢ i-¬ ±®±²®¿¨¨, ².¥. �

(i)

j

= 0 ¤«¿ i 6= j ¨ �

(i)

i

= 1: �®£¤ 

p

(t)

ij

= �

(i)

P

t

! �

j

; j = 1; : : : ; n;

·²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥² (6.7). �ª±¯®¥¶¨ «¼ ¿ ±µ®¤¨¬®±²¼ (6.8) ±«¥¤³¥²

¨§ (6.12).

� ±±¬®²°¨¬ ¬ °ª®¢±ª³¾ ¶¥¯¼, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹³¾ ³±«®¢¨¾ ¯®«®-

¦¨²¥«¼®±²¨. �³±²¼  · «¼®¥ ±®±²®¿¨¥ ½²®© ¶¥¯¨ ¥±²¼ i: �¡®-

§ ·¨¬ ·¥°¥§ �

ii

±«³· ©®¥ ¢°¥¬¿ ¯¥°¢®£® ¢®§¢° ¹¥¨¿ ¬ °ª®¢±ª®©

¶¥¯¨ ¢ ±®±²®¿¨¥ i:

�°¥¤«®¦¥¨¥ 4. �³¹¥±²¢³¾² ª®±² ²» C > 0; � > 0 ² ª¨¥,

·²® ¤«¿ «¾¡®£® ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®£® t ¢»¯®«¥» ½ª±¯®¥¶¨ «¼-

»¥ ®¶¥ª¨

P(�

ii

> t) � C exp(��t):
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�®ª § ²¥«¼±²¢®.

P(�

ii

> t) � P(!

t

0

6= i; !

2t

0

6= i; : : : ; !

kt

0

6= i); (6.13)

£¤¥ t = kt

0

+ t

0

; t

0

< t

0

;   t

0

´¨£³°¨°³¥² ¢ ³±«®¢¨¨ ¯®«®¦¨²¥«¼®±²¨.

�§ ³±«®¢¨¿ ¯®«®¦¨²¥«¼®±²¨ ±«¥¤³¥², ·²® ¯° ¢ ¿ · ±²¼ (6.13) ¥

¯°¥¢®±µ®¤¨² (1� )

k

; ·²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥² ¯°¥¤«®¦¥¨¥ 4.

�¯° ¦¥¨¥ 2. �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨»

�; ¯°¨¨¬ ¾¹¥© ¶¥«»¥ ¥®²°¨¶ ²¥«¼»¥ § ·¥¨¿,

E� =

1

X

m=0

P(� � m):

�°¥¤«®¦¥¨¥ 5. �¨±¯¥°±¨¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �

ii

ª®¥· .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �§ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 4 ¨ ³¯° ¦¥¨¿ 2 ±«¥¤³¥²,

·²® E�

ii

<1 ¨ E�

2

ii

<1 :

E�

2

ii

=

1

X

m=0

P (�

2

ii

� m) � C

1

X

m=0

exp(��

p

m) <1: (6.14)

� ±±¬®²°¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ �

(1)

ii

; �

(2)

ii

: : :

£¤¥ �

(k)

ii

¥±²¼ ¢°¥¬¿ ¬¥¦¤³ (k � 1)-¬ ¨ k-¬ ¯®±¥¹¥¨¥¬ ¶¥¯¼¾ ±®-

±²®¿¨¿ i: � ±¨«³ ¬ °ª®¢±ª®£® ±¢®©±²¢  ½²¨ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨»

¥§ ¢¨±¨¬» ¨ ®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥». � · ±²®±²¨, E�

(l)

ii

= E�

ii

¥ § ¢¨±¨² ®² l: � «¥ª¶¨¨ 1 ¬» ¤®ª § «¨ § ª® ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ¤«¿

±µ¥¬» �¥°³««¨, ®¤ ª® ½²®² § ª® ¢¥°¥ ¢ £®° §¤® ¡®«¥¥ ®¡¹¥©

±¨²³ ¶¨¨. � · ±²®±²¨, ¬» ³¢¨¤¨¬, ·²® ® ¢»¯®«¥ ¨ ¤«¿ ¯®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ �

(k)

ii

.

�¥®°¥¬  (§ ª® ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ¤«¿ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³· ©-

»µ ¢¥«¨·¨). �³±²¼ �

1

; �

2

; : : : | ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¥§ ¢¨±¨-

¬»µ ®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ ± Ej�

j

j < 1 ¨

ª®¥·®© ¤¨±¯¥°±¨¥©. �³±²¼ S

n

=

n

P

i=1

�

i

: �®£¤  S

n

=n! E�

j

¯® ¢¥°®-

¿²®±²¨ ¯°¨ n!1; ².¥. ¤«¿ ¢±¿ª®£® " > 0

P

�

�

�

�

�

S

n

n

� E�

j

�

�

�

�

� "

�

! 0; n!1:

�®ª § ²¥«¼±²¢®   «®£¨·® ¯°¨¢¥¤¥®¬³ ¢ «¥ª¶¨¨ 1 ¤®ª § -

²¥«¼±²¢³ § ª®  ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ¤«¿ ±µ¥¬» �¥°³««¨.

� ±¨«³ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 5 ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨

�

(k)

ii

³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ § ª®  ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥«.
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�¥®°¥¬  2. �³±²¼ � | ¨¢ °¨ ² ¿ ¬¥°  ¬ °ª®¢±ª®© ¶¥¯¨,

¤«¿ ª®²®°®© ¢»¯®«¥® ³±«®¢¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®±²¨. �®£¤  ¤«¿ «¾-

¡®£® i 2 S

�

i

=

1

E�

ii

: (6.15)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼  · «¼®¥ ±®±²®¿¨¥ ¬ °ª®¢±ª®© ¶¥¯¨

¥±²¼ i: �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ r(N ) ±«³· ©®¥ ·¨±«® ¯®¯ ¤ ¨© ¢ ±®±²®¿-

¨¥ i §  ¯°®¬¥¦³²®ª ¢°¥¬¥¨ ¤«¨» N .

�°¥¤«®¦¥¨¥ 6. �«¿ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸¨µ N

Er(N ) � N�

i

: (6.16)

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 6. � ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©³¾ ¢¥«¨-

·¨³ �

k

; ¿¢«¿¾¹³¾±¿ ¨¤¨ª ²®°®¬ ±®¡»²¨¿, ±®±²®¿¹¥£® ¢ ²®¬, ·²®

¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ k ¬ °ª®¢±ª ¿ ¶¥¯¼  µ®¤¨²±¿ ¢ ±®±²®¿¨¨ i: �®£¤ 

E�

k

= p

(k)

ii

:

�·¥¢¨¤®,

r(N ) =

N

X

k=1

�

k

;

¯®½²®¬³, ¯®«¼§³¿±¼ ²¥®°¥¬®© 1, ¯®«³· ¥¬:

Er(N )

N

=

1

N

N

X

k=1

p

(k)

ii

= �

i

+ o(1); N !1: (6.17)

�°¥¤«®¦¥¨¥ 6 ¤®ª § ®.

�»¡¥°¥¬ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®¥ (¬» ³²®·¨¬ ½²® ¨¦¥) ¶¥«®¥ ¯®-

«®¦¨²¥«¼®¥ ·¨±«® M ¨ ° ±±¬®²°¨¬ ¯®¢¥¤¥¨¥ ¶¥¯¨ � °ª®¢  § 

¯°®¬¥¦³²®ª ¢°¥¬¥¨ N = [ME�

ii

]: �®£« ±® ¯°¥¤«®¦¥¨¾ 6,

Er([ME�

ii

]) � [ME�

ii

]�

i

; M !1: (6.18)

� ¤°³£®© ±²®°®», ¨²³¨²¨¢® ¿±®, ·²® ¢ ±°¥¤¥¬ ·¨±«® ¯®¯ ¤ -

¨© ¶¥¯¨ ¢ ±®±²®¿¨¥ i §  ¯°®¬¥¦³²®ª ¢°¥¬¥¨ ME�

ii

¡«¨§ª® ª M .

�±«¨ ¬» ¤®ª ¦¥¬, ·²®,  °¿¤³ ± (6.18), ¢»¯®«¥®  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥

° ¢¥±²¢®

Er([ME�

ii

]) � M; M !1; (6.19)

²® ¯®«³·¨¬, ·²®

[ME�

ii

]�

i

� M; (6.20)
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®²ª³¤ , ®·¥¢¨¤®, ¢»²¥ª ¥² ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬» 2. �² ª,  ¬

®±² «®±¼ ¤®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹³¾ «¥¬¬³.

�¥¬¬  2.

Er([ME�

ii

])

M

= 1 + o(1); M !1: (6.21)

�®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬» 2. � ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©»© ¬®¬¥² ¢°¥-

¬¥¨ t(M ), ¢ ª®²®°»© ¯°®¨§®¸«®M -¥ ¢®§¢° ¹¥¨¥ ¶¥¯¨ ¢ ±®±²®¿¨¥

i :

t(M ) =

M

X

k=1

�

(k)

ii

:

�®£« ±® § ª®³ ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ¤«¿ «¾¡»µ "; � ±³¹¥±²¢³¥² M

0

=

M

0

("; �) ² ª®¥, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® M > M

0

�

�

�

�

t(M )�ME�

ii

M

�

�

�

�

< " (6.22)

± ¢¥°®¿²®±²¼¾ ¡®«¼¸¥©, ·¥¬ 1��: �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ± ¢¥°®¿²®±²¼¾,

¡®«¼¸¥©, ·¥¬ 1��, ±«³· ©»© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨M -£® ¢®§¢° ¹¥¨¿ ¢

±®±²®¿¨¥ i ®²«¨· ¥²±¿ ®² ¨²¥°¥±³¾¹¥£®  ± ¯°®¬¥¦³²ª  ¢°¥¬¥¨

ME�

ii

¥ ¡®«¥¥, ·¥¬   "M :

jt(M )�ME�

ii

j � M": (6.23)

�²±¾¤  ¬®¦® ±¤¥« ²¼ ±«¥¤³¾¹¨© ¢»¢®¤. �®±ª®«¼ª³ ¯°®¬¥¦³²ª¨

¢°¥¬¥¨ ®²«¨· ¾²±¿ ¥ ¡®«¼¸¥, ·¥¬   "M , ²® ¨ ·¨±«  ¢®§¢° ¹¥¨©

¢ i §  ¤ »¥ ¯°®¬¥¦³²ª¨ ®²«¨· ¾²±¿ ¥ ¡®«¥¥, ·¥¬   "M . �®·¥¥,

¢¥°® ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 7. �«¿ «¾¡»µ "; � ±³¹¥±²¢³¥² M

0

² ª®¥, ·²® ¤«¿

«¾¡®£®M > M

0

Pfjr(ME�

ii

)�M j > M"g < �:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ «¾¡³¾ ²° ¥ª²®°¨¾ ¬ °ª®¢±ª®©

¶¥¯¨, ¤«¿ ª®²®°®© ¢»¯®«¥® (6.23). �®±ª®«¼ª³ ¯°®¬¥¦³²ª¨ ¢°¥-

¬¥¨ t(M ) ¨ [ME�

ii

] ®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  ¥ ¡®«¼¸¥ ·¥¬  

M"; ²® ¨ ·¨±«® ¢®§¢° ¹¥¨© ¢ ±®±²®¿¨¥ i §  ¢°¥¬¿ [ME�

ii

] ¤«¿ ¤ -

®© ²° ¥ª²®°¨¨ ®²«¨· ¥²±¿ ®²M ¥ ¡®«¼¸¥, ·¥¬  M": (� ¯®¬¨¬,

·²® ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ r(t(M )) = M:) � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¬®¦¥±²¢ 

²° ¥ª²®°¨©, ¢¥°®¿²®±²¼ ª®²®°®£® ¯°¥¢®±µ®¤¨² 1� �; ¯®«³· ¥¬:

jr(ME�

ii

)�M j < M":
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�°¥¤«®¦¥¨¥ 7 ¤®ª § ®. � ¯¨¸¥¬ ¥£® ¢ ² ª®¬ ¢¨¤¥:

PfM (1� ") � r(ME�

ii

) � M (1 + ")g > 1� �: (6.24)

�¥° ¢¥±²¢® (6.24) ®§ · ¥², ·²® ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  r(ME�

ii

)=M

±µ®¤¨²±¿ ¯® ¢¥°®¿²®±²¨ ª 1 ¯°¨M !1:�® ²®£¤  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥

®¦¨¤ ¨¥ ½²®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» ² ª¦¥ ±²°¥¬¨²±¿ ª 1:

�¯° ¦¥¨¥ 3. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ° ¢®-

¬¥°® ®£° ¨·¥»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ ±µ®¤¨²±¿ ¯® ¢¥°®¿²®±²¨

ª ª®±² ²¥, ²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¨µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ¨©

±²°¥¬¨²±¿ ª ½²®© ¦¥ ª®±² ²¥.

�¥¬¬  2,   ± ¥© ¨ ²¥®°¥¬  2 ¤®ª § ».

�¨²¥° ²³° 

�¨°¿¥¢ �. �. �¥°®¿²®±²¼, £« ¢  8. �¥««¥° �. �¢¥¤¥¨¥ ¢ ²¥®-

°¨¾ ¢¥°®¿²®±²¥© ¨ ¥¥ ¯°¨«®¦¥¨¿, ²®¬ 1, £« ¢  15.
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�¥ª¶¨¿ 7

� ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨.

�³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿. �«®²®±²¼.

�¢¥°²ª  ° ±¯°¥¤¥«¥¨©

�³±²¼ (
;�;P) | ¢¥°®¿²®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢®. � ¯®¬¨¬, ·²®

±«³· ©®© ¢¥«¨·¨®©  §»¢ ¥²±¿ ¨§¬¥°¨¬ ¿ ´³ª¶¨¿ �(!)   ½²®¬

¯°®±²° ±²¢¥. � ¯° ª²¨·¥±ª¨µ ¯°¨¬¥¥¨¿µ, ®¤ ª®, ¥ ¢±¥£¤ 

³¤®¡® ¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ²®«¼ª® ² ª¨¬ ¿§»ª®¬, ² ª ª ª  ± ¡³¤³² ¨²¥-

°¥±®¢ ²¼, ª ª ¯° ¢¨«®, ²®«¼ª® ¢¥°®¿²®±²¨ P(� 2 A) ²®£®, ·²® § -

·¥¨¥ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¥ª®²®°®¬³ (®²ª°»²®¬³,

§ ¬ª³²®¬³ ¨«¨, ¡®«¥¥ ®¡¹®, ¡®°¥«¥¢±ª®¬³) ¬®¦¥±²¢³   ¯°¿¬®©.

� ¯®¬¨¬, ·²® ¡®°¥«¥¢±ª®© �- «£¥¡°®© B(R)  §»¢ ¥²±¿ �- «£¥¡° 

  ¢¥¹¥±²¢¥®© ¯°¿¬®©, ¯®°®¦¤¥ ¿ ¨²¥°¢ « ¬¨, ².¥.  ¨¬¥¼-

¸ ¿ �- «£¥¡° , ±®¤¥°¦ ¹ ¿ ¢±¥¢®§¬®¦»¥ ¨²¥°¢ «».

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1. �¥°®¿²®±² ¿ ¬¥°  P

�

  ¨§¬¥°¨¬®¬ ¯°®-

±²° ±²¢¥ (R;B(R)), ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿ ¤«¿ «¾¡®£® B 2 B(R) ª ª

P

�

(B)

def

= Pf�

�1

(B)g � Pf! : �(!) 2 Bg;

 §»¢ ¥²±¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �:

�¥®°¥¬  1. �³±²¼ � = �(!) | ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ , P

�

| ¥¥

° ±¯°¥¤¥«¥¨¥, ' = '(x) | ¥ª®²®° ¿ ¡®°¥«¥¢±ª ¿ ´³ª¶¨¿. �®£¤ 

Z

R

'(x) dP

�

(x) =

Z




'(�(!)) dP(!): (7.1)

(�±«¨ ®¤¨ ¨§ ¨²¥£° «®¢ ±³¹¥±²¢³¥² ¢ ±¬»±«¥ �¥¡¥£ , ²® ¨ ¤°³£®©

±³¹¥±²¢³¥² ¨ ®¨ ° ¢».)

�«¥¤±²¢¨¥. �®«¥§»¥ ´®°¬³«» ¤«¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ¨©.

E'(�) =

Z

R

'(x) dP

�

(x):
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� · ±²®±²¨, ¯®« £ ¿ '(x) � x, ¨¬¥¥¬

E� =

Z

R

x dP

�

(x):

� «®£¨·®, E�

2

=

Z

R

x

2

dP

�

(x); E�

k

=

Z

R

x

k

dP

�

(x) ¨ ².¯.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 1. �®ª ¦¥¬ ¢ · «¥ ´®°¬³«³ (7.1)

¤«¿ ¨¤¨ª ²®°  ¡®°¥«¥¢±ª®£® ¬®¦¥±²¢  B:

'(x) = I

B

(x) =

�

1; x 2 B;

0; x 62 B:

�§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨²¥£° «  �¥¡¥£  «¥£ª® ±«¥¤³¥², ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥

´®°¬³«  (7.1) ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤

P

�

(B) = Pf! : �(!) 2 Bg;

  ½²® ¥±²¼ ¥ ·²® ¨®¥, ª ª ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ P

�

.

� ±¨«³ «¨¥©®±²¨ ¨²¥£° «  �¥¡¥£  ´®°¬³«  (7.1) ¢¥°  ¤«¿

¥®²°¨¶ ²¥«¼»µ ¯°®±²»µ ´³ª¶¨©

'(x) =

X

i

c

i

I

B

i

(x); c

i

> 0; B

i

\B

j

6= ;; B

i

2 B(R):

�°¨¬¥¿¿ ²¥®°¥¬³ ® ¬®®²®®© ±µ®¤¨¬®±²¨ ¤«¿ ¨²¥£° «  �¥-

¡¥£ , ³¡¥¦¤ ¥¬±¿, ·²® ´®°¬³«  (7.1) ¢¥°  ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼»µ ¥®-

²°¨¶ ²¥«¼»µ ¡®°¥«¥¢±ª¨µ ´³ª¶¨© '.

�²®¡» ¤®ª § ²¼ (7.1) ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ¨§¬¥°¨¬®© ´³ª¶¨¨ ',

¤®±² ²®·® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¥¥ ¢ ¢¨¤¥ '(x) = '

+

(x)�'

�

(x), £¤¥ '

+

(x) �

0, '

�

(x) � 0, ¨ § ¬¥²¨²¼, ·²® ¤«¿ '

+

¨ '

�

´®°¬³«  (7.1) ¢¥°  ¢

±¨«³ ¤®ª § ®£® ¢»¸¥.

�³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨»

� ±¯°¥¤¥«¥¨¥ P

�

±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» � ¥±²¼ ¢¥°®¿²®±² ¿ ¬¥-

°    ¯°¿¬®©. �¥°®¿²®±²»¥ ¬¥°»   ¯°¿¬®© ¬®¦® ®¯¨±»¢ ²¼ ¨

¨§³· ²¼ ¢ ° ¬ª µ ¤¢³µ ½ª¢¨¢ «¥²»µ ¯®¤µ®¤®¢: ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥-

¤¥«¥¨¿ ¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¥ ´³ª¶¨¨. �¨¦¥ ¬» ¤ ¥¬ ®¯°¥¤¥«¥-

¨¥ ¯¥°¢®£® ¨§ ½²¨µ ¯®¿²¨©.
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�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2. �³ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨»

�  §»¢ ¥²±¿ ´³ª¶¨¿ F

�

: R ! R, ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° -

§®¬

F

�

(x) = P

�

((�1; x]) = Pf! : �(!) � xg:

�°¥¤«®¦¥¨¥ 1 (�¡¹¨¥ ±¢®©±²¢  ´³ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥-

¨¿).

1. 0 � F

�

(x) � 1 ¤«¿ «¾¡®£® x.

2. P

�

(a; b] = F

�

(b)� F

�

(a).

3. F

�

(x) | ¥³¡»¢ ¾¹ ¿ ´³ª¶¨¿:

F

�

(x

1

) � F

�

(x

2

); ¥±«¨ x

1

< x

2

:

4. �°¥¤¥«»   ¡¥±ª®¥·®±²¨:

F

�

(�1) � lim

x!�1

F

�

(x) = 0;

F

�

(+1) � lim

x!+1

F

�

(x) = 1:

5. �³ª¶¨¿ F

�

(x) ¥¯°¥°»¢  ±¯° ¢  ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥:

F

�

(x+ 0) � lim

y!x+0

F

�

(y) = F

�

(x):

�®ª § ²¥«¼±²¢®. 1, 2 | ®·¥¢¨¤®.

3: F

�

(x

2

)� F

�

(x

1

) = Pf! : �(!) � x

2

g � Pf! : �(!) � x

1

g =

= Pf! : �(!) 2 (x

1

; x

2

]g � 0:

4. �®ª ¦¥¬, ·²® F

�

(+1) = 1. � ±±¬®²°¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼

±®¡»²¨©

A

n

= f! : �(!) � ng; A

n

� A

n+1

;

[

n

A

n

= 
:

�® ±¢®©±²¢³ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¢¥°®¿²®±²®© ¬¥°» (±¬. «¥ª¶¨¾ 2) ¯®-

«³·¨¬

lim

n!1

F

�

(n) = lim

n!1

P(A

n

) = P

�

[

n

A

n

�

= P(
) = 1:

� «®£¨·® ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ±¢®©±²¢® F

�

(�1) = 0.

5. �³±²¼ x

n

# x; n!1. �®£¤ 

f! : �(!) � x

n

g � f! : �(!) � x

n+1

g
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¨

f! : �(!) � xg =

\

n

f! : �(!) � x

n

g:

�® ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¢¥°®¿²®±²®© ¬¥°»

lim

n!1

F

�

(x

n

) = lim

n!1

Pf! : �(!) � x

n

g = Pf! : �(!) � xg = F

�

(x):

�°¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.

� ¬¥· ¨¥. �¾¡ ¿ ´³ª¶¨¿, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ¯¥°¥·¨±«¥»¬

¢ ¯°¥¤«®¦¥¨¨ 1 ±¢®©±²¢ ¬ 1, 3, 4, 5, ®¯°¥¤¥«¿¥² ±¢®©±²¢®¬ 2 (¯®

²¥®°¥¬¥ ® ¯°®¤®«¦¥¨¨ ¬¥°») ¢¥°®¿²®±²³¾ ¬¥°³   ¯°¿¬®©. �®-

±ª®«¼ª³ ¬¥°  P

�

®¤®§ ·® ¢®±±²  ¢«¨¢ ¥²±¿ ¯® ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥-

¤¥«¥¨¿ F

�

(x), ¨²¥£° « �¥¡¥£ 

R

g(x) dP

�

¬» · ±²® ¡³¤¥¬ ®¡®§ -

· ²¼

R

g(x) dF

�

(x).

�¯° ¦¥¨¿.

1. �®ª § ²¼, ·²® ³ ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ F

�

(x) ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥

±³¹¥±²¢³¥² ¯°¥¤¥« ±«¥¢ , ².¥. ±³¹¥±²¢³¥²

F

�

(x� 0) = lim

y!x�0

F

�

(x):

2. �®ª § ²¼, ·²® ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª ° §°»¢  ´³ª¶¨¨ F

�

(x) ¥

¡®«¥¥, ·¥¬ ±·¥²® (x | ²®·ª  ° §°»¢ , ¥±«¨ F

�

(x)� F

�

(x� 0) > 0).

� ¬¥· ¨¥. � ª®¢ ¢¥°®¿²®±²»© ±¬»±« ±ª ·ª  ´³ª¶¨¨ ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¿? �¥«¨·¨  ±ª ·ª  ¢ ²®·ª¥ x ° ¢  ¢¥°®¿²®±²¨ ²®£®,

·²® ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  ¯°¨¬¥² § ·¥¨¥ x :

Pf! : �(!) = xg = F

�

(x)� F

�

(x� 0):

�°¨¬¥°. � ±±¬®²°¨¬ ´³ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ª³±®·®-¯®±²®-

¿®© (¯°®±²®©) ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨». �³±²¼


 = A

1

[A

2

[ :::[A

n

; A

i

\A

j

= ;; P(A

i

) = p

i

> 0;

n

X

i=1

p

i

= 1:

�³±²¼ �(!) = x

i

¤«¿ ! 2 A

i

¨ �1 < x

1

< x

2

< ::: < x

n

<1: �®£¤ 

F

�

(x) =

X

i: x

i

�x

p

i

:

� · ±²®±²¨, ¥±«¨ � = c ª®±² ² , ²®

F

�

(x) =

�

0; ¥±«¨ x < c;

1; ¥±«¨ x � c:
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6

-

-

1

0

x

F(x)

x

1

x

2

x

3

x

n

p

1

p

2

�¨±. 7.1. �³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¤¨±ª°¥²®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨».

�  °¨±³ª¥ 7.1 ¯°¨¢¥¤¥  ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨-

·¨», ¯°¨¨¬ ¾¹¥© ª®¥·®¥ ·¨±«® § ·¥¨© x

1

; : : : ; x

n

± ¢¥°®¿²-

®±²¿¬¨ p

1

; : : : ; p

n

±®®²¢¥²±²¢¥®.

� ¬¥· ¨¥. �«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  �  §»¢ ¥²±¿ ¤¨±ª°¥²®©,

¥±«¨ F

�

(x) ª³±®·®-¯®±²®¿ ; ¥¯°¥°»¢®©, ¥±«¨ F

�

(x) ¥¯°¥°»¢ ;

 ¡±®«¾²® ¥¯°¥°»¢®©, ¥±«¨ ³ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨»

� ±³¹¥±²¢³¥² ¯«®²®±²¼ (±¬. ¨¦¥).

�«®²®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3. �» ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ P

�

 ¡±®-

«¾²® ¥¯°¥°»¢»¬ (®²®±¨²¥«¼® ¬¥°» �¥¡¥£ ), ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥²

¥®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ ¨§¬¥°¨¬ ¿ ´³ª¶¨¿ p

�

(x),  §»¢ ¥¬ ¿ ¯«®²®-

±²¼¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿, ² ª ¿, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® B 2 B(R)

P

�

(B) =

Z

B

p

�

(x)dx:

�±®, ·²® ¯«®²®±²¼ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ± ²®·®±²¼¾ ¤® § ·¥¨©   ¬®-
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¦¥±²¢ µ «¥¡¥£®¢®© ¬¥°» 0.

�°¨¢¥¤¥¬ ¥ª®²®°»¥ ¯°®±²¥©¸¨¥ ±¢®©±²¢  ¯«®²®±²¨.

1. �®« £ ¿ B = (�1;1), ¯®«³·¨¬

Z

R

p

�

(x) dx = 1

¤«¿ «¾¡®© ¯«®²®±²¨ p

�

(x).

2. �®« £ ¿ B = (�1; x], ¯®«³·¨¬ ±¢¿§¼ ¯«®²®±²¨ ¨ ´³ª¶¨¨

° ±¯°¥¤¥«¥¨¿:

F

�

(x) =

x

Z

�1

p

�

(x) dx (7.2)

¤«¿ ª ¦¤®£® x.

3. � «®£¨·®,

Pfa � � � bg =

b

Z

a

p

�

(x) dx: (7.3)

4. �®·²¨ ¢±¾¤³ ¯® ¬¥°¥ �¥¡¥£ 

d

dx

F

�

(x) = p

�

(x):

�±«¨ p

�

(x) ¥¯°¥°»¢ , ° ¢¥±²¢® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¢±¾¤³. (�®ª § ²¥«¼-

±²¢® ±¬. ¢ ª¨£¥ �®«¬®£®°®¢  ¨ �®¬¨ , £« ¢  6.)

� ¬¥· ¨¥. �±«¨ (7.2) ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¤«¿ ¢±¥µ x, ²® ° ±¯°¥¤¥«¥-

¨¥ P

�

 ¡±®«¾²® ¥¯°¥°»¢®. (�¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ .)

�¥®°¥¬  2. �³±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ P

�

±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �  ¡-

±®«¾²® ¥¯°¥°»¢®, p

�

(x) | ¯«®²®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿, ' | ¡®°¥-

«¥¢±ª ¿ ´³ª¶¨¿. �®£¤ 

E'(�(!)) =

Z

R

'(x)p

�

(x) dx:

� ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥,

ª®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¨²¥£° « ¢ ±¬»±«¥ �¥¡¥£  ¢ ¯° ¢®© · ±²¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¯®¢²®°¿¥² ° ±±³¦¤¥¨¿, ¯°¨¢¥¤¥»¥ ¯°¨ ¤®-

ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 1.
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�°¨¬¥°».

1. � ¢®¬¥°®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥   ®²°¥§ª¥ [a; b]. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾

p

�

(x) =

8

<

:

1

b� a

; x 2 [a; b];

0; x 62 [a; b]:

�®£¤ 

F

�

(x) =

8

>

<

>

:

0; x � a;

x� a

b� a

; a � x � b;

1; b � x:

2. �®°¬ «¼®¥ (£ ³±±®¢±ª®¥) ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ � � N (a; �

2

), a 2 R,

� > 0:

p

�

(x) =

1

p

2��

exp

�

�

(x� a)

2

2�

2

�

:

�² ¤ °²®¥ ®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ N (0; 1):

p

�

(x) =

1

p

2�

e

�x

2

=2

:

�«¿ ¯®¤±·¥²  ®°¬¨°³¾¹¥© ª®±² ²» 1=

p

2� ³¦® ¢»·¨±«¨²¼ ¨-

²¥£° «

R

R

exp(�x

2

=2) dx: �¢ ¤° ² ½²®£® ¨²¥£° «  «¥£ª® ¢»·¨±«¿-

¥²±¿ ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ª ¯®«¿°»¬ ª®®°¤¨ ² ¬ :

Z

R

Z

R

e

�(

x

2

2

+

y

2

2

)

dx dy =

2�

Z

0

1

Z

0

e

�

r

2

2

r dr d' = 2�:

�¯° ¦¥¨¿.

1. �³±²¼ � � N (0; 1). �®ª § ²¼, ·²® � = �� + a � N (a; �

2

).

2. �°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¯°¨ ±¤¢¨£¥ ¨ ±ª¥©«¨£¥. �³±²¼ m ¨ � > 0

¥ª®²®°»¥ ª®±² ²». �®ª § ²¼, ·²®:

 ) F

�+m

(x) = F

�

(x�m);

¡) F

��

(x) = F

�

(x=�);

¢) p

�+m

(x) = p

�

(x�m);

£) p

��+m

(x) = �

�1

p

�

((x�m)=�).
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�®£®¬¥°»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4. �®¢¬¥±²®© ´³ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±«³· ©-

»µ ¢¥«¨·¨ �

1

; : : : ; �

n

; § ¤ »µ   ®¤®¬ ¢¥°®¿²®±²®¬ ¯°®±²-

° ±²¢¥,  §®¢¥¬ ´³ª¶¨¾ n ¢¥¹¥±²¢¥»µ ¯¥°¥¬¥»µ

F

�

1

:::�

n

(x

1

; : : : ; x

n

)

def

= Pf! : �

1

(!) � x

1

; : : : ; �

n

(!) � x

n

g:

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5. �®¢¬¥±²®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨

�

1

; : : : ; �

n

 §»¢ ¥²±¿  ¡±®«¾²® ¥¯°¥°»¢»¬, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¥-

®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ ¨§¬¥°¨¬ ¿ ´³ª¶¨¿ p

�

1

:::�

n

(x

1

; : : : ; x

n

);  §»¢ ¥¬ ¿

±®¢¬¥±²®© ¯«®²®±²¼¾, ² ª ¿, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ ¬®¦¥±²¢ B ¨§ ¡®°¥-

«¥¢±ª®© �- «£¥¡°» B(R

n

)

Pf! : (�

1

; : : : ; �

n

) 2 Bg =

Z

B

p

�

1

:::�

n

(x

1

; : : : ; x

n

) dx

1

� � �dx

n

:

�·¥¢¨¤»¥ ±¢®©±²¢  ¯«®²®±²¨ ¬®£®¬¥°®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿:

Z

R

n

p

�

1

:::�

n

(x

1

; : : : ; x

n

) dx

1

� � �dx

n

= 1;

¤«¿ ¢±¥µ x

1

; : : : ; x

n

F

�

1

:::�

n

(x

1

; : : : ; x

n

) =

x

1

Z

�1

� � �

x

n

Z

�1

p

�

1

:::�

n

(x

1

; : : : ; x

n

) dx

1

� � �dx

n

:

� «®£¨·® ²¥®°¥¬¥ 2 ¤«¿ «¾¡®© ¡®°¥«¥¢±ª®© ´³ª¶¨¨ g : R

n

!

R ¨¬¥¥² ¬¥±²® ´®°¬³« 

Eg(�

1

; : : : ; �

n

) =

Z

R

n

g(x

1

; : : : ; x

n

)p

�

1

:::�

n

(x

1

; : : : ; x

n

) dx

1

� � �dx

n

: (7.4)

�¡¥ · ±²¨ ª®¥·» ®¤®¢°¥¬¥® ¨ ° ¢» ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ±³-

¹¥±²¢³¾². �®ª § ²¥«¼±²¢®   «®£¨·®.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 2. �®¢¬¥±² ¿ ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¥§ ¢¨-

±¨¬»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ ¥±²¼ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ´³ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥-

¨¿ ½²¨µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ :

F

�

1

:::�

n

(x

1

; : : : ; x

n

) = F

�

1

(x

1

) � � �F

�

n

(x

n

): (7.5)
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �§ ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ¯®«³· ¥¬

Pf�

1

� x

1

; : : : ; �

n

� x

n

g = Pf�

1

� x

1

g � � �Pf�

n

� x

n

g:

� ¬¥· ¨¥. �¥°® ¨ ®¡° ²®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥. �«¿ ²®£® ·²®¡»

±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» �

1

; : : : ; �

n

¡»«¨ ¥§ ¢¨±¨¬», ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®-

±² ²®·®, ·²®¡» ¤«¿ ¢±¥µ x

1

; : : : ; x

n

¡»«® ¢»¯®«¥® (7.5). �®ª § -

²¥«¼±²¢® ¬®¦® ¯®±¬®²°¥²¼ ¢ ³·¥¡¨ª¥ �¨°¿¥¢ , £« ¢  II, x5.

�«¥¤±²¢¨¥. �±«¨ ±®¢¬¥±²®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨

�

1

; : : : ; �

n

 ¡±®«¾²® ¥¯°¥°»¢®, ²®

�

1

; : : : ; �

n

¥§ ¢¨±¨¬» () p

�

1

:::�

n

(x

1

; : : : ; x

n

) � p

�

1

(x

1

) � � �p

�

n

(x

n

):

�¢¥°²ª 

� ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ § ¤ ·³. � ©²¨ ´³ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿

F (x) c³¬¬» ¤¢³µ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ �

1

¨ �

2

, ¥±«¨ ¨§-

¢¥±²» ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±« £ ¥¬»µ, F

1

(x) ¨ F

2

(x) ±®®²¢¥²-

±²¢¥®.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 6. �¢¥°²ª®© ¤¢³µ ´³ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ F

1

¨

F

2

 §»¢ ¥²±¿ ´³ª¶¨¿

F

1

� F

2

(x)

def

=

Z

R

F

1

(x� y) dF

2

(y):

�°¥¤«®¦¥¨¥ 3. �³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±³¬¬» ¤¢³µ ¥§ ¢¨-

±¨¬»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ ± ´³ª¶¨¿¬¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ F

1

¨ F

2

¥±²¼

±¢¥°²ª  ¨µ ´³ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ :

F

�

1

+�

2

(x) = F

1

� F

2

(x): (7.6)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡®§ ·¨¬ I

f�

1

+�

2

�xg

(!) ¨¤¨ª ²®° ±®¡»²¨¿

f�

1

+ �

2

� xg. �®£¤ 

F

�

1

+�

2

(x) = P(�

1

+ �

2

� x) =

Z




I

f�

1

+�

2

�xg

(!) dP(!) =

=

Z Z

y+z�x

dP

�

1

�

2

=

1

Z

�1

x�z

Z

�1

dP

�

1

(y) dP

�

2

(z) =

Z

R

F

1

(x� z) dF

2

(z):
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� ¬¥· ¨¥. �§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 3 ¢¨¤®, ·²® ®¯°¥-

¤¥«¥¨¥ ±¢¥°²ª¨ ±¨¬¬¥²°¨·®:

F

1

� F

2

(x) =

Z

R

F

1

(x� y) dF

2

(y) =

Z

R

F

2

(y � x) dF

1

(x):

�°¥¤«®¦¥¨¥ 4. �³±²¼ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» �

1

¨ �

2

¥§ ¢¨-

±¨¬» ¨ ¨µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿  ¡±®«¾²® ¥¯°¥°»¢» ± ¯«®²®±²¿¬¨

p

�

1

(x) ¨ p

�

2

(x). �®£¤  �

1

+ �

2

¨¬¥¥²  ¡±®«¾²® ¥¯°¥°»¢®¥ ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯«®²®±²¼¾

p

�

1

+�

2

(x) =

+1

Z

�1

p

�

1

(x� y)p

�

2

(y) dy =

+1

Z

�1

p

�

2

(y � x)p

�

1

(x) dx:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ ²®£® ·²®¡» ±¤¥« ²¼ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¡®«¥¥

¯®¿²»¬¨, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¯«®²®±²¨ p

�

1

(x) ¨ p

�

2

(x) ¥¯°¥°»¢-

». �§¢¥±²®, ·²® ¤«¿ ¥¯°¥°»¢»µ ®£° ¨·¥»µ ´³ª¶¨© ¨²¥-

£° «» �¥¡¥£  ¨ �¨¬   ±®¢¯ ¤ ¾². �¡®§ ·¨¬ D = f(x

1

; x

2

) 2 R

2

:

x

1

+ x

2

� xg. �®£¤ 

F

�

1

+�

2

(x) = Pf�

1

+ �

2

� xg = Pf(�

1

; �

2

) 2 Dg =

=

Z

D

p

�

1

�

2

(x

1

; x

2

) dx

1

dx

2

=

Z Z

x

1

+x

2

�x

p

�

1

(x

1

)p

�

2

(x

2

) dx

1

dx

2

=

=

1

Z

�1

�

x�x

2

Z

�1

p

�

1

(x

1

) dx

1

�

p

�

2

(x

2

) dx

2

=

=

x

Z

�1

�

1

Z

�1

p

�

1

(x

1

� x

2

)p

�

2

(x

2

) dx

2

�

dx

1

:

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ´®°¬³«» ±¢¥°²ª¨ ¢ ±«³· ¥ ¨§¬¥°¨¬»µ ¯«®²-

®±²¥© ®¡¹¥£® ¢¨¤  ±«¥¤³¥² ¯®¢²®°¨²¼ ¯°¨¢¥¤¥»¥ ¢»¸¥ ¢»ª« ¤-

ª¨, ®¡®±®¢»¢ ¿ ¨µ ¯°¨¬¥¥¨¥¬ ²¥®°¥¬» �³¡¨¨ ¨ ²¥®°¥¬ ® ¯°¥-

¤¥«¼®¬ ¯¥°¥µ®¤¥ ¯®¤ § ª®¬ ¨²¥£° «  �¥¡¥£ .

�¥¬¬  1. �±«¨ ±¢¥°³²¼ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ´³ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿

F ± ´³ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �

�

£ ³±±®¢±ª®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» ±®

±°¥¤¨¬ 0 ¨ ¤¨±¯¥°±¨¥© �

2

, ²® ¯®«³·¥®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ F

�

= �

�

�F

¨¬¥¥² ¯«®²®±²¼.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®£« ±® ±¢®©±²¢³ 4 ¯«®²®±²¥© ¨ ´®°¬³«¥

(7.6) ¯«®²®±²¼ ±¢¥°²ª¨ ° ¢ 

p

�

(x) =

d

dx

Z

R

�

�

(x� z)dF (z) =

=

Z

R

d

dx

�

�

(x� z)dF (z) =

Z

R

1

p

2��

exp

�

�

(x� z)

2

2�

2

�

dF (z): (7.7)

�¯° ¦¥¨¥. �¡®±³©²¥ § ª®®±²¼ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿ ¯®¤

§ ª®¬ ¨²¥£° «  ¢ ¯°¨¢¥¤¥®¬ ¢»¸¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥.

�¥¬¬  2. � ®¡®§ ·¥¨¿µ «¥¬¬» 1, ¥±«¨ � ! 0+, ²® F

�

! F ¢

ª ¦¤®© ²®·ª¥ ¥¯°¥°»¢®±²¨ F .

�²³¨²¨¢® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ «¥¬¬» 2 ¿±®, ².ª. ª � ¯°¨¡ ¢«¿¥²±¿

£ ³±±®¢  ¢¥«¨·¨  �

�

, ª®²®° ¿ ± ¡®«¼¸®© ¢¥°®¿²®±²¼¾ ¡«¨§ª  ª

³«¾. �°¨¢¥¤¥¬ ±²°®£®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �§ ¥° ¢¥±²¢  �¥¡»¸¥¢  ±«¥¤³¥², ·²® ¤«¿

«¾¡®£® ¤ ®£® " > 0 ¯°¨ ¢±¥µ ¤®±² ²®·® ¬ «»µ § ·¥¨¿µ �

P(j�

�

j � ") �

�

2

"

� ":

� «¥¥,

F

�

(x) = P(� � x��

�

) = P(� � x��

�

; j�j

�

� ")+P(� � x��

�

; j�j

�

� "):

�®

P(� � x� �

�

; j�j

�

� ") � P(� � x+ ");

  ¤«¿ ¤®±² ²®·® ¬ «»µ �

P(� � x� �

�

; j�j

�

� ") � P(j�j

�

� ") � ":

�² ª,

F

�

(x) � F (x+ ") + ": (7.8)

� ¤°³£®© ±²®°®»,

P(� � x� �

�

) � P(� � x� �

�

; j�

�

j � ") � P(� � x� "; j�

�

j � ") =

= P(� � x� ") � P(� � x� "; j�

�

j > ") � F (x� ") � ": (7.9)

�ª®· ²¥«¼® ¯®«³· ¥¬:

F (x� ") � " � F

�

(x) � F (x+ ") + ";
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¨ ¥±«¨ x | ²®·ª  ¥¯°¥°»¢®±²¨ ´³ª¶¨¨ F; ²® ®²±¾¤  ±«¥¤³¥²

³²¢¥°¦¤¥¨¥ «¥¬¬».

�¨²¥° ²³° 

�¨°¿¥¢ �. �. �¥°®¿²®±²¼, £« ¢  2, xx3; 4: �®«¬®£®°®¢ �. �.,

�®¬¨ �. �. �«¥¬¥²» ²¥®°¨¨ ´³ª¶¨© ¨ ´³ª¶¨® «¼®£®   -

«¨§ , £« ¢  6. �¥««¥° �. �¢¥¤¥¨¥ ¢ ²¥®°¨¾ ¢¥°®¿²®±²¥© ¨ ¥¥

¯°¨«®¦¥¨¿, ²®¬ 2, £« ¢ 1, x1; £« ¢  3, x1; £« ¢  5, x1.
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�¥ª¶¨¿ 8

� ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¥ ´³ª¶¨¨

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1. � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¥© ±«³· ©®© ¢¥-

«¨·¨» �  §»¢ ¥²±¿ (ª®¬¯«¥ª±®§ · ¿) ´³ª¶¨¿   R :

f(t) = f

�

(t) = E exp(it�) =

Z




exp(it�)dP =

Z

R

exp(itx)dP

�

(x) =

=

Z

R

cos txdF

�

(x) + i

Z

R

sin txdF

�

(x):

�¢®©±²¢  µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨.

1. f(0) = 1; jf(t)j � 1.

2. f(t) ¥¯°¥°»¢ .

3. �»¯³ª«®±²¼. �³±²¼ f

1

; :::; f

n

| µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¥ ´³ª¶¨¨,

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ´³ª¶¨¿¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ F

1

; :::; F

n

. �®£¤  ¤«¿ «¾-

¡»µ �

1

; :::; �

n

² ª¨µ, ·²®

P

�

i

= 1, ´³ª¶¨¿ f(t) =

P

�

i

f

i

(t) ¿¢«¿-

¥²±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¥© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» ± ´³ª-

¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿

P

�

i

F

i

.

4. � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ±³¬¬» ¤¢³µ ¥§ ¢¨±¨¬»µ ±«³-

· ©»µ ¢¥«¨·¨ ° ¢  ¯°®¨§¢¥¤¥¨¾ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨©

½²¨µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨. �±«¨ � = �

1

+ �

2

, £¤¥ �

1

¨ �

2

¥§ ¢¨±¨¬»,

²® f

�

1

+�

2

(t) = f

�

1

(t)f

�

2

(t).

5. �¥®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¼: ´³ª¶¨¿ f(t) ¿¢«¿¥²±¿

¥®²°¨¶ ²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®©, ².¥. ¤«¿ «¾¡»µ t

1

; :::; t

n

¬ ²°¨¶ 

(f

ij

) = (f(t

i

� t

j

)) ¥®²°¨¶ ²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥ . � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¤«¿

«¾¡®£®  ¡®°  (c

1

; :::; c

n

); c

i

2 C,

n

X

k;j=1

f(t

k

� t

j

)c

k

�c

j

=

n

X

k;j=1

Z

e

i(t

k

�t

j

)x

c

k

�c

j

dP

�

(x) =

=

Z

�

�

�

�

n

X

k=1

c

k

e

it

k

x

�

�

�

�

2

dP

�

(x) � 0:
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�¯° ¦¥¨¥ 1. �®ª § ²¼ ±¢®©±²¢  1 {4.

� §«¨·»¥ · ±²»¥ ±«³· ¨ ¨ ±¢®©±²¢ .

1. �±«¨ � ¨¬¥¥² ¯«®²®±²¼ p(x), ²® ¯® ²¥®°¥¬¥ 2 «¥ª¶¨¨ 7

f(t) =

Z

p(x) exp(itx) dx

¥±²¼ ¯°®±²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ �³°¼¥ ¯«®²®±²¨; ¯°¨ ½²®¬ ´®°¬³« 

®¡° ¹¥¨¿ (².¥. ´®°¬³« , ¢®±±²  ¢«¨¢ ¾¹ ¿ ¯«®²®±²¼ ¯® µ ° ª-

²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨) ¥±²¼ ®¡° ²®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ �³°¼¥ :

p(x) =

1

2�

Z

R

f(t) exp(�itx) dt:

� ¯°¨¬¥°, µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ±² ¤ °²®© £ ³±±®¢®© ¢¥-

«¨·¨» � � N (0; 1) ° ¢ 

Z

R

exp(itx)p(x) dx =

1

p

2�

Z

R

exp

�

itx�

x

2

2

�

dx = exp

�

�

t

2

2

�

: (8.1)

(�«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ¨²¥£° «  ¢»¤¥«¨²¼ ¯®«»© ª¢ ¤° ² ¢ ½ª±¯®¥²¥

¨ ±¤¥« ²¼ § ¬¥³ ¯¥°¥¬¥»µ.) � ª¨¬ ®¡° §®¬, ± ²®·®±²¼¾ ¤®

ª®±² ²» ½²  ¯«®²®±²¼ ± ¬®¤¢®©±²¢¥ .

2. �±«¨ j�j � C, ²® f

�

(t)   «¨²¨·    ¢±¥© ª®¬¯«¥ª±®© ¯«®±-

ª®±²¨, ².¥. ° §« £ ¥²±¿ ¢  ¡±®«¾²® ±µ®¤¿¹¨©±¿ °¿¤

f

�

(t) =

1

X

k=0

m

k

1

k!

(it)

k

;

£¤¥ m

k

= E�

k

| k-© ¬®¬¥² ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �: �²±¾¤ ,  -

¯°¨¬¥°, ¯®«³· ¥¬ ¯®«¥§»¥ ´®°¬³«» ¤«¿ ¬®¬¥²®¢ ±«³· ©®© ¢¥-

«¨·¨»

E�

k

=

1

i

k

d

k

dt

k

f

�

(t)

�

�

�

�

t=0

:

� °¿¤³ ± ¬®¬¥² ¬¨, ¢ ¦»¬¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¬¨ ¢¥°®¿²®±²®£®

° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¿¢«¿¾²±¿ ±¥¬¨¨¢ °¨ ²». � §« £ ¿   «®£¨·»¬

®¡° §®¬ ¢ °¿¤ «®£ °¨´¬ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨, ¯®«³·¨¬ ¢

ª ·¥±²¢¥ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ ° §«®¦¥¨¿ ±¥¬¨¨¢ °¨ ²» s

k

:

logf

�

(t) =

1

X

k=1

s

k

1

k!

(it)

k

; s

k

=

1

i

k

d

k

dt

k

log f

�

(t)

�

�

�

�

t=0

:
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3. �±«¨ � ¯°¨¨¬ ¥² ¶¥«®·¨±«¥»¥ § ·¥¨¿ n ± ¢¥°®¿²®±²¿¬¨

p

n

, ²®

f(�) =

1

X

n=�1

p

n

e

in�

:

� ½²®¬ ±«³· ¥ ³¤®¡¥¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¯°®¨§¢®¤¿¹³¾ ´³ª¶¨¾

�(z) =

1

X

n=�1

p

n

z

n

;

£¤¥ z = e

i�

: �®°¬³«  ®¡° ¹¥¨¿ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¤ ¥²±¿ ¨²¥£° «®¬

�®¸¨

p

n

=

1

2�i

Z

jzj=1

�(z)

z

n+1

dz:

4. �³±²¼ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  ¨¬¥¥² ®¡« ±²¼¾ § ·¥¨© ®²°¥§®ª

[��; �] ¨ ¨¬¥¥² £« ¤ª³¾ ¯«®²®±²¼ p(x): �®£¤  ¯«®²®±²¼ ° §« £ -

¥²±¿ ¢ °¿¤ �³°¼¥:

p(x) =

1

X

n=�1

c

n

e

inx

;

  § ·¥¨¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨ ¢ ¶¥«»µ ²®·ª µ ¥±²¼ ¯°®-

±²® ª®½´´¨¶¨¥²» °¿¤  �³°¼¥ :

f

�

(n) = E exp(in�) =

�

Z

��

exp(inx)p(x) dx = c

n

:

�¯° ¦¥¨¥ 2. �®ª § ²¼ ¯¥°¥·¨±«¥»¥ ¢»¸¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿

1 {4.

�®°¬³«  ®¡° ¹¥¨¿. �¥®°¥¬  ¥¤¨±²¢¥®±²¨

�®ª ¦¥¬, ·²® ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿

±¢®¥© µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¥© ¨ ¯°¨¢¥¤¥¬ ´®°¬³«³ ®¡° ¹¥-

¨¿ ¿¢®. � ±²»¥ ±«³· ¨ ½²®© ´®°¬³«» ¬» ¯°¨¢¥«¨ ¢»¸¥ ¢ ³²¢¥°-

¦¤¥¨¿µ 1 { 4.

�¥®°¥¬  1. �³±²¼ F (x) | ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±«³· ©®©

¢¥«¨·¨» � ¨ f(t) | ¥�¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿. �«¿ «¾¡»µ
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¤¢³µ ²®·¥ª x; y (x � y), ¢ ª®²®°»µ F ¥¯°¥°»¢ , ¨¬¥¥² ¬¥±²® ° -

¢¥±²¢®:

F (x)� F (y) = lim

�!0

1

2�

1

Z

�1

f(t)

e

�itx

� e

�ity

it

exp

�

�

�

2

t

2

2

�

dt:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ±¢¥°²ª³ F

�

´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥-

¨¿ F ± ´³ª¶¨¥© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ £ ³±±®¢±ª®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨»

± ³«¥¢»¬ ±°¥¤¨¬ ¨ ¤¨±¯¥°±¨¥© �

2

(±¬. «¥ª¶¨¾ 7). � ±¨«³ (8.1) ¨

±¢®©±²¢  4 µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ±¢¥°²ª¨ f

�

(t) ° ¢ 

f

�

(t) = f(t) exp

�

�

t

2

�

2

2

�

;

£¤¥ f(t) | µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ¤«¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ F . �®-

±ª®«¼ª³ ¯® «¥¬¬¥ 1 «¥ª¶¨¨ 7 ±³¹¥±²¢³¥² ¯«®²®±²¼ p

�

¤«¿ ±¢¥°²ª¨

F

�

, ²® ¨§ ±¢®©±²¢  1 ¯®«³· ¥¬

p

�

(x) =

1

2�

1

Z

�1

exp(�itx) exp

�

�

t

2

�

2

2

�

f(t) dt:

�®½²®¬³

F

�

(y) � F

�

(x) =

1

2�

y

Z

x

1

Z

�1

exp(�itz)f(t) exp

�

�

t

2

�

2

2

�

dt dz =

=

1

2�

1

Z

�1

f(t)

e

�ity

� e

�itx

�it

exp

�

�

t

2

�

2

2

�

dt:

�¥°¥µ®¤¿ ²¥¯¥°¼ ª ¯°¥¤¥«³ ¯°¨ � ! 0 ¨ ¯®«¼§³¿±¼ «¥¬¬®© 2 ¨§

«¥ª¶¨¨ 7, ¯®«³·¨¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬».

�«¥¤±²¢¨¥ (�¥®°¥¬  ¥¤¨±²¢¥®±²¨). �³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥-

«¥¨¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» ®¤®§ ·® ¢®±±²  ¢«¨¢ ¥²±¿ ¯® ¥¥ µ -

° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ª ª F ¥¯°¥°»¢  ±¯° ¢ , ²® ®  ®¤-

®§ ·® ¢®±±²  ¢«¨¢ ¥²±¿ ¯® ±¢®¨¬ § ·¥¨¿¬ ¢ ²®·ª µ ¥¯°¥-

°»¢®±²¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®  ¥¤¨±²¢¥»¬ ®¡° §®¬ ¢®±±²  ¢«¨-

¢ ¥²±¿ ¯® ±¢®¥© µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨.
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�« ¡ ¿ ±µ®¤¨¬®±²¼

� ¯°¥¤»¤³¹¨µ «¥ª¶¨¿µ ¬» ®¯°¥¤¥«¨«¨ ±µ®¤¨¬®±²¼ ¯®±«¥¤®¢ -

²¥«¼®±²¨ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ ¯® ¢¥°®¿²®±²¨ ¨ ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ 1:

�¹¥ ®¤¨ ¢¨¤ ±µ®¤¨¬®±²¨ | ±« ¡ ¿ ±µ®¤¨¬®±²¼ | ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢

²¥°¬¨ µ ´³ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2. �®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ´³ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿

fF

n

g ±« ¡® ±µ®¤¨²±¿ ª ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ F , ¥±«¨ F

n

(x) !

F

n

(x) ¢ «¾¡®© ²®·ª¥ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ´³ª¶¨¨ F:

� ¬¥· ¨¥ 1. �¡»· ¿ ¯®²®·¥· ¿ ±µ®¤¨¬®±²¼ ´³ª¶¨© ° ±-

¯°¥¤¥«¥¨¿ ¬®¦¥² ¯«®µ® ®²° ¦ ²¼ ±²°¥¬«¥¨¥ �

n

ª � ¯°¨ n ! 1:

� ª, ° ¢®¬¥°® ° ±¯°¥¤¥«¥ ¿   [a; b] ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ , ®·¥-

¢¨¤®, ±²°¥¬¨²±¿ ª ¯®±²®¿®©, ° ¢®© a; ¯°¨ b # a: �® ¢ ²®·ª¥ a

¯®²®·¥·®© ±µ®¤¨¬®±²¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ´³ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿

¥². � ± ¬®¬ ¤¥«¥, F

n

(a) = 0 ¤«¿ ¢±¥µ n; ® F (a) = 1:

�« ¡³¾ ±µ®¤¨¬®±²¼ ´³ª¶¨© ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¬®¦® ½ª¢¨¢ «¥²-

® § ¤ ²¼ ¢ ²¥°¬¨ µ ±« ¡®© ±µ®¤¨¬®±²¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¬¥°  

¯°¿¬®©.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3. �®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¢¥°®¿²®±²»µ ¬¥° fP

n

g

  ¯°¿¬®© ±« ¡® ±µ®¤¨²±¿ ª ¢¥°®¿²®±²®© ¬¥°¥ P (®¡®§ · ¥¬

P

n

) P ), ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®© ®£° ¨·¥®© ¥¯°¥°»¢®© ´³ª¶¨¨ '

Z

R

'dP

n

�!

Z

R

'dP:

�¥¬¬  1. �³±²¼ § ¤   ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ´³ª¶¨© ° ±¯°¥-

¤¥«¥¨¿ fF

n

g ¨ ¯³±²¼ F ² ª¦¥ ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿. �³±²¼ fP

n

g

¨ P ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¨¬ ¢¥°®¿²®±²»¥ ¬¥°»   ¯°¿¬®©. �®£¤ 

®¯°¥¤¥«¥¨¿ 2 ¨ 3 ½ª¢¨¢ «¥²», ².¥. F

n

(x) ! F (x) ±« ¡® ²®£¤  ¨

²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  P

n

) P:

�ª¢¨¢ «¥²®±²¼ ½²¨µ ¢¨¤®¢ ±µ®¤¨¬®±²¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¥±²¥-

±²¢¥®© ¢ ±¨«³ ±«¥¤³¾¹¨µ ° ±±³¦¤¥¨©.

1. �³±²¼ P

n

) P: �³±²¼ x | ²®·ª  ¥¯°¥°»¢®±²¨ F: �°¨¡«¨-

§¨¬ ¨¤¨ª ²®° I

(�1;x]

¯®«³¨²¥°¢ «  (�1; x] ¥¯°¥°»¢»¬¨ ®£° -

¨·¥»¬¨ ´³ª¶¨¿¬¨ '

";�

; '

";�

< C <1: �®¥·®, ¨§-§  ° §°»¢ 

¨¤¨ª ²®°  ¢ ²®·ª¥ x ½²® ¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ¥ ¡³¤¥² ° ¢®¬¥°»¬, ®

¤«¿ § ¤ »µ " > 0; � > 0 ´³ª¶¨¾ '

";�

¬®¦® ¢»¡° ²¼ ² ª, ·²®

®ª°¥±²®±²¼ M ²®·ª¨ x; £¤¥ '

";�

®²«¨· ¥²±¿ ®² I

(�1;x]

¡®«¼¸¥, ·¥¬

  "; ¨¬¥¥² «¥¡¥£®¢³ ¬¥°³, ¥ ¯°¥¢®±µ®¤¿¹³¾ � > 0 :

M = fy : j'

";�

(y) � I

(�1;x]

(y)j � "g; �(M ) � �:
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�®£¤  F

n

(x) =

R

R

I

(�1;x]

dP

n

¨

R

R

'

";�

dP

n

®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®²

¤°³£  ¥ ¡®«¥¥ ·¥¬   "+ (C + 1)

R

M

dP

n

: � ±¨«³ ±« ¡®© ±µ®¤¨¬®±²¨

P

n

) P ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ n ¨²¥£° «

R

R

'

";�

dP

n

¬ «® ®²«¨· ¥²±¿ ®²

R

R

'

";�

dP;  

R

R

'

";�

dP ®²«¨· ¥²±¿ ®²

R

R

I

(�1;x]

dP ¥ ¡®«¥¥ ·¥¬   "+

(C + 1)

R

M

dP : � ¬¥²¨¬, ·²®

R

M

dP ! 0 ¯°¨ � ! 0; ² ª ª ª x |

²®·ª  ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¤«¿ F ,  

R

M

dP

n

! 0 ¯°¨ � ! 0; ¨ ·¥ ½²®

¯°®²¨¢®°¥·¨«® ¡» ³±«®¢¨¾ P

n

) P: �±² «®±¼ § ¬¥²¨²¼, ·²® " ¨ �

¢»¡¨° «¨±¼ ¯°®¨§¢®«¼® ¬ «»¬¨.

2. �³±²¼ F

n

! F ±« ¡®, ¨ ¯³±²¼ x | ²®·ª  ¥¯°¥°»¢®±²¨ F .

�®£¤  ¤«¿ ¨¤¨ª ²®°®¢ I

(�1;x]

(y) ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±µ®¤¨¬®±²¼ ¨²¥£° -

«®¢

Z

R

I

(�1;x]

dP

n

�!

Z

R

I

(�1;x]

dP:

� ¯®¬®¹¼¾ «¨¥©®© ª®¬¡¨ ¶¨¨ ² ª¨µ ¨¤¨ª ²®°®¢ ¬» ¬®¦¥¬ ¯®-

«³·¨²¼ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ±²³¯¥· ²³¾ ´³ª¶¨¾. �³±²¼ § ¤   ®£° -

¨·¥ ¿ ¥¯°¥°»¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ': �®£¤    «¾¡®¬ ´¨ª±¨°®¢ ®¬

®²°¥§ª¥ [a; b]; £¤¥ a ¨ b ²®·ª¨ ¥¯°¥°»¢®±²¨ F; ¬» ¬®¦¥¬ ° ¢®-

¬¥°® ¯°¨¡«¨§¨²¼ ' ±²³¯¥· ²®© ´³ª¶¨¥© L: �°¨ ½²®¬, ¥±«¨ ®²°¥-

§®ª ¤®±² ²®·® ¢¥«¨ª, ²®, ¢ ±¨«³ ±¢®©±²¢ ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿,

¥£® ¤®¯®«¥¨¥ ¨¬¥¥² ¬ «³¾ P -¬¥°³,   ¢ ±¨«³ ±« ¡®© ±µ®¤¨¬®±²¨

F

n

! F ¨ ¬ «³¾ P

n

-¬¥°³. �®£¤ 

�

�

�

Z

[a;b]

'dP

n

�

Z

[a;b]

'dP

�

�

�

�

�

�

�

�

Z

[a;b]

(' � L) dP

n

�

�

�

+

�

�

�

Z

[a;b]

LdP

n

�

Z

[a;b]

LdP )

�

�

�

+

�

�

�

Z

[a;b]

(' � L) dP

�

�

�

:

�° ¢³¾ · ±²¼ ¬®¦® ±¤¥« ²¼ ¯°®¨§¢®«¼® ¬ «®© §  ±·¥² ¢»¡®°  L ¨

¤®±² ²®·® ¡®«¼¸¨µ n: �²¥£° «»

R

[a;b]

'dP

n

¨

R

[a;b]

'dP ¯® ¢¥¸®-

±²¨ [a; b] ®²°¥§ª  [a; b] ±² ®¢¿²±¿ ¬ «»¬¨ ¯°¨ ³¢¥«¨·¥¨¨ ®²°¥§ª 

[a; b]:

�°¨¢¥¤¥¬ ±²°®£®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬» 1 "¢ ®¤³ ±²®°®³":

¥±«¨ P

n

) P; ²® F

n

! F ±« ¡®.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ «¾¡»µ ´¨ª±¨°®¢ »µ " > 0 ¨ x > 0

° ±±¬®²°¨¬ ¥¯°¥°»¢³¾ ´³ª¶¨¾ '

"

(t); ° ¢³¾ 1 ¯°¨ t � x; 0
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¯°¨ t � x+ " ¨ «¨¥©³¾   [x; x+ "]: �®£¤ 

F

n

(x) �

x

Z

�1

'

"

dP

n

�

1

Z

�1

'

"

dP

n

�!

1

Z

�1

'

"

dP � F (x+ "):

�±²°¥¬«¿¿ " ! 0 ¨ ³·¨²»¢ ¿ ¥¯°¥°»¢®±²¼ F ±¯° ¢ , ¯®«³·¨¬,

·²® ¤«¿ «¾¡®£® � > 0 ¤«¿ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸¨µ n

F

n

(x) � F (x) + �:

�®§¼¬¥¬ ¤ «¥¥ ¥¯°¥°»¢³¾ ´³ª¶¨¾ f

"

; ° ¢³¾ 1 ¯°¨ t � x�";

0 ¯°¨ t � x ¨ «¨¥©³¾   [x� "; x]: � «®£¨·® ¯®«³· ¥¬, ·²® ·²®

¤«¿ «¾¡®£® � > 0 ¤«¿ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸¨µ n

F

n

(x) � F (x� 0)� �:

� ª ª ª x ¥±²¼ ²®·ª  ¥¯°¥°»¢®±²¨, ²® ¨¬¥¥¬:

jF

n

(x) � F (x)j � �:

�¯° ¦¥¨¥ 3. �°®¢¥±²¨ ¯®«®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯³ª²  2

«¥¬¬» 1.

� ¤ «¼¥©¸¥¬  ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ±«¥¤³¾¹¨© °¥§³«¼² ².

�¥®°¥¬  2 (�¥®°¥¬  ¥¯°¥°»¢®±²¨). �³±²¼ fF

n

g| ´³ª-

¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨ ff

n

g| ¨µ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¥ ´³ª¶¨¨, ¯°¨-

·¥¬ ±³¹¥±²¢³¥²

f(t) = lim

n!1

f

n

(t);

¨ f(t) ¥¯°¥°»¢  ¢ ³«¥. �®£¤  F

n

±« ¡® ±µ®¤¿²±¿ ª ¥ª®²®°®©

´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ F:

� ¬¥· ¨¥ 2. � ´®°¬³«¨°®¢ª¥ ²¥®°¥¬» 2 ¥¿¢® ±®¤¥°¦¨²±¿

³²¢¥°¦¤¥¨¥ ® ²®¬, ·²® f(t) ¿¢«¿¥²±¿ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª-

¶¨¥© ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ´³ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ F:

� ¬¥· ¨¥ 3. �§ ±« ¡®© ±µ®¤¨¬®±²¨ P

n

) P ±«¥¤³¥² ±° §³ ±µ®-

¤¨¬®±²¼ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨© f

n

! f ; ¢ ²¥®°¥¬¥ 2 ³²¢¥°-

¦¤ ¥²±¿, ·²® ¥±«¨ f

n

! f ¨ f | µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿, ²®

P

n

) P (¨ ²®£¤  F

n

! F ±« ¡®).

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 2  ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¥

±« ¡®© ª®¬¯ ª²®±²¨ ±¥¬¥©±²¢  ¢¥°®¿²®±²»µ ¬¥° ¨ ¥±ª®«¼ª® ±®-

¯³²±²¢³¾¹¨µ °¥§³«¼² ²®¢.
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�« ¡ ¿ ª®¬¯ ª²®±²¼

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4. �®¦¥±²¢® ¢¥°®¿²®±²»µ ¬¥° fP

n

g   ¯°¿-

¬®©  §»¢ ¥²±¿ ±« ¡® ª®¬¯ ª²»¬, ¥±«¨ ¨§ «¾¡®£® ¥£® ¡¥±ª®¥·-

®£® ¯®¤¬®¦¥±²¢  ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ±« ¡® ±µ®¤¿¹³¾±¿ ¯®¤¯®±«¥¤®-

¢ ²¥«¼®±²¼ fP

n

k

g:

�«¥¤³¾¹ ¿ «¥¬¬  ¯®§¢®«¨² ¿±¥¥ ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±¥¡¥ ª°¨²¥°¨©

±« ¡®© ª®¬¯ ª²®±²¨, ª®²®°»© ¡³¤¥² ¯°¨¢¥¤¥ ¥¬®£® ¯®§¦¥.

�¥¬¬  2 (�¥®°¥¬  �¥««¨ ¨«¨ "¯°¨¶¨¯ ¢»¡®° "). �±«¨

  ª®¥·®¬ ®²°¥§ª¥ [a; b] ¯°¿¬®© § ¤   ¡¥±ª®¥· ¿ ¯®±«¥¤®¢ -

²¥«¼®±²¼ ¢¥°®¿²®±²»µ ¬¥° fP

n

g; ²® ®  ±« ¡® ª®¬¯ ª² .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¬®®¬®¢ ¢¨¤ 

x

n

; n = 0; 1; 2; : : : �»¡¥°¥¬ ¯®¤ ¡®° fn

0

g; ¤«¿ ª®²®°®£® ±µ®¤¨²±¿

¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼

n

R

[a;b]

x

0

dP

n

0

o

; ¨§ ¥£® ¢»¤¥«¨¬ ¯®¤ ¡®°

fn

1

g; ¤«¿ ª®²®°®£® ±µ®¤¨²±¿

n

R

[a;b]

x

1

dP

n

1

o

¨ ² ª ¤ «¥¥. �®±²°®¨¬

¤¨ £® «¼³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ fP

n

0

g; ¢§¿¢ ¯¥°¢»© ·«¥ ¨§ fP

n

0

g;

¢²®°®© ¨§ fP

n

1

g ¨ ².¤. �®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® m = 0; 1; 2 : : : ¨¬¥¥² ¬¥±²®

±µ®¤¨¬®±²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨

n

R

[a;b]

x

m

dP

n

0

o

:

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ «¾¡®£® ¯®«¨®¬  �(x) ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±µ®¤¨-

¬®±²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨

n

R

[a;b]

�(x) dP

n

0

(x)

o

:

�§ ²¥®°¨¨ ´³ª¶¨© µ®°®¸® ¨§¢¥±²®, ·²®   ®²°¥§ª¥ «¾¡³¾ ¥-

¯°¥°»¢³¾ ®£° ¨·¥³¾ ´³ª¶¨¾ ' ¬®¦® ° ¢®¬¥°® ¯°¨¡«¨-

§¨²¼ ¯®«¨®¬ ¬¨. �®£¤  ¤«¿ ¤ ®£® " > 0  ©¤¥²±¿ ¯®«¨®¬

�(x) ±²¥¯¥¨ n ² ª®©, ·²® sup

[a;b]

j'(x) � �(x)j < ": �«¥¤®¢ ²¥«¼®,

R

[a;b]

�(x) dP

n

0

(x) ¨

R

[a;b]

'(x) dP

n

0

®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  ¥ ¡®«¥¥

·¥¬   ": �²±¾¤  ±«¥¤³¥² ±µ®¤¨¬®±²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨

n

R

[a;b]

'(x) dP

n

0

o

:

�¥®°¥¬  �°®µ®°®¢  (�°¨²¥°¨© ±« ¡®© ª®¬¯ ª²®±²¨).

�®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¬¥° fP

n

g   ¯°¿¬®© ±« ¡® ª®¬¯ ª²  ²®£¤  ¨

²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ±³¹¥±²¢³¥² ¨²¥°¢ « K(")

² ª®©, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ n, ª°®¬¥ ª®¥·®£® ·¨±« ,

P

n

(R nK(")) < ":

�®ª § ²¥«¼±²¢®   «®£¨·® ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬-
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¬». �£® ¬®¦®  ©²¨ ¢ ª¨£¥ �¨µ¬  �.�., �ª®°®µ®¤ �.�. �¥®°¨¿

±«³· ©»µ ¯°®¶¥±±®¢, ²®¬ 1, £«. 6, x1: �., � ³ª , 1971.

�¥°¥¬±¿ ª ²¥®°¥¬¥ 2. �¥¯°¥°»¢®±²¼ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³-

ª¶¨¨ f(t) ¯°¨ t = 0 ¢«¥·¥² ±« ¡³¾ ª®¬¯ ª²®±²¼ ±¥¬¥©±²¢  ¬¥°

fP

n

g: �²® ¢»²¥ª ¥² ¨§ ±«¥¤³¾¹¥© «¥¬¬».

�¥¬¬  3. �±«¨ � | ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  ± µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®©

´³ª¶¨¥© f; ²® ¯°¨ «¾¡®¬ u > 0

P

�

j�j >

2

u

�

�

2

u

u

Z

0

(1�Ref(t)) dt: (8.2)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®¤±² ¢¨¢ ¢ ¯° ¢³¾ · ±²¼ (8.2)

Ref(t) =

1

Z

�1

cos tx dF (x);

£¤¥ F | ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �; ¨ ¬¥¿¿ ¯®°¿¤®ª ¨²¥£°¨°®¢ -

¨¿, ¨¬¥¥¬:

2

u

u

Z

0

(1� ef(t)) dt =

2

u

u

Z

0

1

Z

�1

(1� cos tx) dF (x) dt =

= 2

1

Z

�1

�

1

u

u

Z

0

(1� cos tx) dt

�

dF (x) = 2

1

Z

�1

�

1�

sinux

ux

�

dF (x):

�®±«¥¤¨© ¨²¥£° « ®¶¥¨¢ ¥²±¿ ±¨§³ ² ª :

2

1

Z

�1

�

1�

sinux

ux

�

dF (x) � 2

Z

juxj�2

�

1�

1

juxj

�

dF (x) �

�

Z

jxj�2=u

dF (x) � P

�

j�j >

2

u

�

:

�¥°¥©¤¥¬ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ²¥®°¥¬» ¥¯°¥°»¢®±²¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 2. � ª ª ª f ¥¯°¥°»¢  ¢ ³«¥ ¨

f(0) = 1; ²® ¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ¬®¦®  ©²¨ u ² ª®¥, ·²®

0 �

1

u

u

Z

0

(1� Ref(t)) dt � ":
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�® ¢ ±¨«³ «¥¬¬» 3 ¨ ª®¥·®±²¨ u

P

n

�

R n

�

�

2

u

;

2

u

��

�

Z

jxj�2=u

dF

n

(x) �

�

2

u

u

Z

0

(1 �Ref

n

(t) dt �!

2

u

u

Z

0

(1� Ref(t)) dt � 2":

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯® ²¥®°¥¬¥ �°®µ®°®¢  ¯®«³· ¥¬, ·²® ±¥¬¥©±²¢®

fP

n

g ±« ¡® ª®¬¯ ª²®. �®ª ¦¥¬, ·²® P

n

±« ¡® ±µ®¤¨²±¿ ª ¥ª®-

²®°®© ¢¥°®¿²®±²®© ¬¥°¥. �»¡¥°¥¬ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ fP

n

0

g;

ª®²®° ¿ ¢ ±¨«³ ±« ¡®© ª®¬¯ ª²®±²¨ ±µ®¤¨²±¿ ª ¥ª®²®°®© ¢¥°®¿²-

®±²®© ¬¥°¥ P: �³±²¼ fP

n

g ¥ ±µ®¤¨²±¿ ±« ¡® ª P; ².¥. ¤«¿ ¥ª®²®-

°®© ®£° ¨·¥®© ¥¯°¥°»¢®© ´³ª¶¨¨ ' ¨²¥£° «

R

'dP

n

¥ ±µ®-

¤¨²±¿ ª

R

'dP: �»¡¥°¥¬ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ fP

~n

g ² ª³¾, ·²®

R

'dP

~n

! C 6=

R

'dP: �®£¤  ¨§ ½²®© ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¬®¦®

¨§¢«¥·¼ ¤°³£³¾ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ P

n

00

; ±« ¡® ±µ®¤¿¹³¾±¿ ª

¥ª®²®°®© ¬¥°¥ Q; ®²«¨·®© ®² P: �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ ±¨«³ ±³¹¥-

±²¢®¢ ¨¿ ¯°¥¤¥«  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨µ ´³ª-

¶¨© lim

n

f

n

lim

n

0

Z

R

e

itx

dP

n

0

= lim

n

00

Z

R

e

itx

dP

n

00

;

²® ¥±²¼

Z

R

e

itx

dP = f(t) =

Z

R

e

itx

dQ; t 2 R:

�®£¤  f ¥±²¼ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ¤¢³µ ° §»µ ¬¥°, ·²®

¥¢®§¬®¦® ±®£« ±® ²¥®°¥¬¥ ¥¤¨±²¢¥®±²¨ (±¬. ±«¥¤±²¢¨¥ ²¥®-

°¥¬» 1).

�¨²¥° ²³° 

�¨°¿¥¢ �. �. �¥°®¿²®±²¼, £« ¢  2, x12; £« ¢  3, xx1; 2:
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�¥ª¶¨¿ 9

�®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°¥¤¥«¼»µ ²¥®°¥¬

¬¥²®¤®¬ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨©.

�¥²° «¼ ¿ ¯°¥¤¥«¼ ¿ ²¥®°¥¬ .

�®£®¬¥°®¥ ®°¬ «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥

� ½²®© «¥ª¶¨¨ ¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ °¿¤ ¢ ¦»µ ²¥®°¥¬, ¤®ª § ²¥«¼±²¢®

ª®²®°»µ ¨±¯®«¼§³¥² ²¥®°¥¬³ ¥¯°¥°»¢®±²¨, ±´®°¬³«¨°®¢ ³¾

  ¯°®¸«®© «¥ª¶¨¨.

�«³¦¤ ¨¥   ®ª°³¦®±²¨

� ±±¬®²°¨¬ ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥»¥ ±«³· ©»¥

¢¥«¨·¨» f�

j

g; j = 1; 2; ::: ± ®¡« ±²¼¾ § ·¥¨© [��; �) ¨ £« ¤ª®©  

R ¯«®²®±²¼¾ p(x); ·²®, ª®¥·®, ¢«¥·¥² p(��) = p(�) = 0: �«®²-

®±²¼ ° §« £ ¥²±¿ ¢ °¿¤ �³°¼¥

p(x) =

1

X

k=�1

c

k

e

ikx

; (9.1)

£¤¥, ®·¥¢¨¤®, c

0

= 1:

�®½´´¨¶¨¥²» fc

k

g ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¾² ¯«®²®±²¼ p(x); ®,

± ¤°³£®© ±²®°®», ª®½´´¨¶¨¥²» c

k

¥±²¼ § ·¥¨¿ µ ° ª²¥°¨±²¨-

·¥±ª®© ´³ª¶¨¨ f ¢ ¶¥«»µ ²®·ª µ: c

k

= f(�k); ¯®½²®¬³ § ·¥¨¿ f

¢ ¶¥«»µ ²®·ª µ ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¾² ¯«®²®±²¼ p:

�¡®§ ·¨¬

S

n

=

n

X

j=1

�

j

; S

0

n

= S

n

( mod 2� ):

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ �

j

ª ª ¢¥«¨·¨³ ±ª ·ª  ¢ ¬®-

¬¥² j ¡«³¦¤ ¾¹¥© ¯® ®ª°³¦®±²¨ · ±²¨¶», ²® S

0

n

®¯¨±»¢ ¥² ¯®-

«®¦¥¨¥ ½²®© · ±²¨¶» ¢ ¬®¬¥² n: �³±²¼ p

0

n

(x) | ¯«®²®±²¼ ±«³-
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· ©®© ¢¥«¨·¨» S

0

n

: �  ¯°¥¤±² ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥ °¿¤  �³°¼¥

p

0

n

(x) =

1

X

k=�1

c

n

k

e

ikx

;

£¤¥ c

n

k

¥±²¼ n-¿ ±²¥¯¥¼ ª®½´´¨¶¨¥²  c

k

¨§ (9.1).

�¯° ¦¥¨¥ 1. �®ª § ²¼, ·²® p

0

n

¨¬¥¥² ³ª § ®¥ ° §«®¦¥¨¥

�³°¼¥.

�¥¬¬  1. �³±²¼ ¯«®²®±²¼ p ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ �

j

¤®±² ²®·®

£« ¤ª ¿. �®£¤  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ S

0

n

±« ¡®

±µ®¤¨²±¿ ¯°¨ n ! 1 ª ° ¢®¬¥°® ° ±¯°¥¤¥«¥®©   ¥¤¨¨·®©

®ª°³¦®±²¨ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨¥ r:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¯®¬¨¬, ·²® ¯«®²®±²¼ ±«³· ©®© ¢¥«¨-

·¨» r ° ¢  p

r

(x) = 1=(2�);   µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿

'

r

(t) =

sin�t

�t

; t 2 R:

�» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±xo¤¨¬®±²¼ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨µ

´³ª¶¨© ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ S

0

n

ª '

r

: � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿

S

0

n

° ¢ 

'

0

n

(t) =

�

Z

��

e

itx

p

0

n

(x) dx =

1

X

k=�1

c

n

k

sin�(t+ k)

�(t+ k)

:

�±«¨ jc

k

j < 1 ¯°¨ k 6= 0; ²® ¯°¨ n!1 § ·¥¨¿ '

r

¨ lim'

0

n

¢ ¶¥«»µ

²®·ª µ ±®¢¯ ¤ ¾², ·²® ¢«¥·¥² ±®¢¯ ¤¥¨¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨©.

�«¿ ¡®«¼¸¨µ k ¬ «®±²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ª®½´´¨¶¨¥²®¢ �³°¼¥

±«¥¤³¥² ¯°¨ ¤®±² ²®·®© £« ¤ª®±²¨ p ¨§ ´®°¬³«» ¨²¥£°¨°®¢ ¨¿

¯® · ±²¿¬ :

c

k

=

�

Z

��

p(x) e

�itx

dx = p(x)

e

�ikx

�ik

�

�

�

�

�

��

+

�

Z

��

p

0

(x)

e

�itx

ik

dx;

®²ª³¤  jc

k

j ! 0 ¯°¨ k!1:

� ¤ · . � ©²¨ ³±«®¢¨¿   ¯«®²®±²¼ p; ¤®±² ²®·»¥ ¤«¿ ²®£®,

·²®¡» jc

k

j < 1 ¯°¨ k 6= 0:

�¥®°¥¬  �³ ±±® 

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1. �«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  �; ¯°¨¨¬ ¾¹ ¿ ¥®²°¨-
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¶ ²¥«¼»¥ ¶¥«»¥ § ·¥¨¿ ± ¢¥°®¿²®±²¿¬¨

p

k

= P(� = k) =

�

k

k!

e

��

;

£¤¥ � > 0 ¥ª®²®°®¥ ·¨±«®, ¨¬¥¥² ¯³ ±±®®¢±ª®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ±

¯ ° ¬¥²°®¬ �:

�¯° ¦¥¨¥ 2. �®ª § ²¼, ·²® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥, ¤¨±-

¯¥°±¨¿ ¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ¯³ ±±®®¢±ª®© ±«³· ©®© ¢¥-

«¨·¨» ± ¯ ° ¬¥²°®¬ � ° ¢», ±®®²¢¥²±²¢¥®,

E� = �; D� = �; '

�

(t) = exp f�(e

it

� 1)g: (9.2)

�¥®°¥¬  1 (�¥®°¥¬  �³ ±±® ). � ±±¬®²°¨¬ ±µ¥¬³ �¥°-

³««¨ ± n ¨±¯»² ¨¿¬¨. �³±²¼ ¢¥°®¿²®±²¼ ³±¯¥µ  p § ¢¨±¨² ®²

n; ¯°¨·¥¬ ² ª, ·²® p(n)! 0 ¯°¨ n!1;   np(n)! �; � > 0: �³±²¼,

ª ª ®¡»·®, S

n

=

n

P

i=1

�

i

| ·¨±«® ³±¯¥µ®¢ ¢ ±¥°¨¨ ¤«¨» n: �®£¤ 

P (S

n

= m) �!

e

��

�

m

m!

¤«¿ «¾¡®£® ´¨ª±¨°®¢ ®£® m;m = 0; 1; 2; :::

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ¡¥°³««¨¥¢±ª®©

±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» ° ¢  p exp

it

+q: � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿

±³¬¬» n ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¡¥°³««¨¥¢±ª¨µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨

'

S

n

(t) = Ee

itS

n

=

n

Y

k=1

(pe

it

+ q) =

n

Y

k=1

(1 + p(e

it

� 1)) �

�

�

1 +

�

n

�

e

it

� 1

��

n

�! exp f�(e

it

� 1)g;

¯°¨ n!1; ¥±«¨ p! 0; p � n! �:

�¥²° «¼ ¿ �°¥¤¥«¼ ¿ �¥®°¥¬ 

�¥®°¥¬  2 (�¥²° «¼ ¿ �°¥¤¥«¼ ¿ �¥®°¥¬ ). �³±²¼

±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» f�

j

g

1

j=1

¥§ ¢¨±¨¬», ®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥»,

¨¬¥¾² ³«¥¢®¥ ±°¥¤¥¥ ¨ ®£° ¨·¥»: E�

j

= 0; P(j�

j

j � C) = 1 ¤«¿

¥ª®²®°®£® 0 < C <1: �®£¤ 

S

n

p

DS

n

�! N (0; 1)
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¢ ±¬»±«¥ ±« ¡®© ±µ®¤¨¬®±²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨©. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿

«¾¡®£® ®²ª°»²®£® ¬®¦¥±²¢  A � R

1

P

�

S

n

p

DS

n

2 A

�

�! �(A) =

1

p

2�

Z

A

e

�

x

2

2

dx ¯°¨ n!1:

� ¬¥· ¨¥ 1. �®±ª®«¼ª³ DS

n

= D � n; £¤¥ D = D�

i

; ²® ¨§

¶¥²° «¼®© ¯°¥¤¥«¼®© ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥², ·²® S

n

¨¬¥¥² ¯®°¿¤®ª

p

n ¯°¨ n!1:

� ¬¥· ¨¥ 2. �¥²° «¼ ¿ ¯°¥¤¥«¼ ¿ ²¥®°¥¬  (���) ±³¹¥-

±²¢³¥² ¢ ¡®«¼¸®¬ ª®«¨·¥±²¢¥ ¢ °¨ ²®¢,  ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ¥ª®²®°»µ

±«³· ¥¢, ª®£¤  ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» ¿¢«¿¾²±¿ ±« ¡® § ¢¨±¨¬»¬¨.

� ¬¥²¨¬, ·²® ¯®«³·¨²¼ ¯°¥¤¥«¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ± ¯®¬®¹¼¾ ±¢¥°-

²®ª ¬®¦® ¤®¢®«¼® °¥¤ª®, ² ª¦¥ ª ª ¨ ¢»·¨±«¨²¼ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³-

· ¥ ( ¯°¨¬¥°, ®²ª § ¢¸¨±¼ ®² ¥§ ¢¨±¨¬®±²¨) µ ° ª²¥°¨±²¨·¥-

±ª³¾ ´³ª¶¨¾ ¤«¿ S

n

; ® ¢ ¥§ ¢¨±¨¬®¬ ±«³· ¥ (²¥¬ ¡®«¥¥, ª®£¤ 

±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» ®£° ¨·¥») ½²® «¥£ª®.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ���. �¨ª±¨°³¥¬ t 2 R ¨ ° ±±¬®²°¨¬ µ ° ª-

²¥°¨±²¨·¥±ª³¾ ´³ª¶¨¾ ±³¬¬» S

n

¢ ²®·ª¥ t: �¬¥¥¬

'

S

n

(t) = E exp(itS

n

=

p

DS

n

) =

n

Y

k=1

E exp(it�

k

=

p

DS

n

) = f

n

�

t

p

DS

n

�

;

£¤¥ f(t) = E exp it�

1

| µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ±«³· ©®© ¢¥-

«¨·¨» �

1

: �¡®§ ·¨¬ �

2

= D�

1

; ²®£¤ 

p

DS

n

= �

p

n: � §«®¦¨¢

½ª±¯®¥²³ ¢ °¿¤ �¥©«®° , ¯®«³·¨¬:

f(t=

p

DS

n

) = E

�

1 +

i�

1

t

�

p

n

+

1

2!

�

i�

1

t

�

p

n

�

2

+ :::

�

=

= 1 + 0�

t

2

2n

+ E

�

1

X

k=3

(it�

1

)

k

k!�

k

n

k=2

�

;

¯°¨·¥¬ «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¢ ±¨«³ ®£° ¨·¥®±²¨ �

1

¯®±«¥¤¥¥ ±« -

£ ¥¬®¥

�

�

�

�

E

�

1

X

k=3

(it�

1

)

k

k!�

k

n

k=2

�
�

�

�

�

�

1

X

k=3

(tC)

k

k!�

k

n

k=2

= o

�

1

n

�

¯°¨ n!1:

�®½²®¬³

f

�

t=

p

DS

n

�

= 1�

t

2

2n

+ o

�

1

n

�

:
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�®£¤ 

f

n

(t=

p

DS

n

)! exp

�

�

t

2

2

�

¯°¨ n!1:

�±² ¥²±¿ ²®«¼ª® ¢±¯®¬¨²¼, ·²® ¯®«³·¥ ¿ ´³ª¶¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ µ -

° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ¤«¿ ±² ¤ °²®£® ®°¬ «¼®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿.

�ª¥©«¨£¨

� ®±¿µ ¯°®±²° ±²¢ -¢°¥¬¥¨ (t; x) ¨§¬¥¥¨¥ ¬ ±¸² ¡  (scaling)

®§ · ¥² ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ (t; x)! (�t; �x):

�³¬¬³ S

n

¥§ ¢¨±¨¬»µ ®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥»µ ±«³· ©»µ

¢¥«¨·¨, ´¨£³°¨°³¾¹¨µ ¢ § ª®¥ ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ¨ ¶¥²° «¼®© ¯°¥-

¤¥«¼®© ²¥®°¥¬¥, ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¯®«®¦¥¨¥ ±«³· ©®£®

¡«³¦¤ ¨¿   ¢¥¹¥±²¢¥®© ¯°¿¬®© ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ n; ¯°¨ ½²®¬

�

j

¥±²¼ ±ª ·®ª ¢ ¬®¬¥² j (¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥ ¶¥«®·¨±«¥»©!). � ±-

±¬®²°¨¬ ² ª®¥ ¡«³¦¤ ¨¥ ¢ ®±¿µ (n; S

n

):

� ª® ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ¯°¨®¡°¥² ¥²  £«¿¤®±²¼ ¯°¨ ³¬¥¼¸¥¨¨

¬ ±¸² ¡  ¯® ¢°¥¬¥¨. �³¤¥¬ ¨§¬¥°¿²¼ ¢°¥¬¿ ¥ ¥¤¨¨·»¬¨ ®²°¥§-

ª ¬¨,   ¡®«¼¸¨¬¨ ¨²¥°¢ « ¬¨. �¤¨¨¶³ ¢°¥¬¥¨ ¯®«®¦¨¬ ° ¢®©

N: � ª¨¬ ®¡° §®¬, n = �N ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ¢¥¹¥±²¢¥®£® �: �®£¤ 

®²°¥§®ª ¢°¥¬¥¨ n = �N ¢ ®¢®¬ ¬ ±¸² ¡¥ ° ¢¥ � , ².¥. ¯°®¨§-

¢¥¤¥  § ¬¥  (±ª¥©«¨£) N� ! �: � ´¨ª±¨°³¥¬ �;   ¬ ±¸² ¡ N

¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼ ¯¥°¥¬¥®© ¢¥«¨·¨®©, ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¯¥°¥µ®¤¿

ª ¯°¥¤¥«³ N !1: �¤®¢°¥¬¥® ³¬¥¼¸¨¬ ¬ ±¸² ¡ ¯® ¯°®±²° -

±²¢³ ¢ N ° §: S

[�N ]

!

1

N

S

[�N ]

; ª ª ¯°¨ ±®±² ¢«¥¨¨ £¥®£° ´¨·¥±ª®©

ª °²». � ´¨ª±¨°³¥¬ ·¨±«® �;  §»¢ ¥¬®¥ ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª¨¬ ¢°¥-

¬¥¥¬, ¨ ³±²°¥¬¨¬ N ª ¡¥±ª®¥·®±²¨: N !1: � ª®© ¯°¥¤¥«¼»©

¯¥°¥µ®¤  §»¢ ¥²±¿ ±ª¥©«¨£®¢»¬ (¬ ±¸² ¡»¬) ¯°¥¤¥«®¬ ¨ ®¡®-

§ · ¥²±¿ N�

s

�! �; Nx

s

�! x: �°¥¤¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢®-¢°¥¬¿

²¥¯¥°¼ ¥¯°¥°»¢®. �°¨ ½²®¬

lim

N!1

1

N

S

[�N ]

= m�;

².¥. ¢ ¬ ª°®±ª®¯¨·¥±ª®¬ ¯°®±²° ±²¢¥-¢°¥¬¥¨ ±«³· ©®¥ ¡«³¦¤ -

¨¥ ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ¤¥²¥°¬¨¨°®¢ ®¥ ° ¢®¬¥°®¥ ¤¢¨¦¥¨¥ ±®

±ª®°®±²¼¾ m (±¬. °¨±³®ª 9.1).

�®¢±¥¬ ¤°³£®© ±ª¥©«¨£ ¤¥« ¥²±¿ ¢ ¶¥²° «¼®© ¯°¥¤¥«¼®© ²¥-

®°¥¬¥. � ±±¬®²°¨¬ ±«³· © ®²±³²±²¢¨¿ ±®± , ².¥. E�

k

= 0. � ª

¨ ¯°¥¦¤¥, ¨§¬¥¨¬ ¬ ±¸² ¡ ¯® ¢°¥¬¥¨ «¨¥©»¬ ®¡° §®¬: n =

�N: �¤ ª® ¬ ±¸² ¡ ¯® ¯°®±²° ±²¢³ ³¬¥¼¸¨¬ «¨¸¼ ¢

p

N ° §:
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-

(n�; nx)! (�; x)

�¨±. 9.1.

S

[�N ]

!

1

p

N

S

[�N ]

; ².¥. ¬ ±¸² ¡ ¢°¥¬¥¨ ¬¥¿¥²±¿ ¯°¨¬¥°® ª ª

ª¢ ¤° ² ¨§¬¥¥¨¿ ¬ ±¸² ¡  ¯°®±²° ±²¢ . �¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª

¬ ±¸² ¡®¬³ ¯°¥¤¥«³ N ! 1 (² ª®© ¯°¥¤¥«¼»© ¯¥°¥µ®¤ ¡³¤¥¬

®¡®§ · ²¼ ² ª: N�

s

�! �;

p

Nx

s

�! x). �°¨ ½²®¬ ¬» ¯®«³·¨¬

 ¡®° ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨

w(� ) = lim

N!1

1

p

N

S

[�N ]

; � 2 [0;1);

ª®²®°»© ¿¢«¿¥²±¿ § ¬¥¨²»¬ ¢¨¥°®¢±ª¨¬ ¯°®¶¥±±®¬ (¡°®³®¢-

±ª¨¬ ¤¢¨¦¥¨¥¬).

� ¤ · . �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡»µ �; � 2 [0;1) ¯ °  ±«³· ©-

»µ ¢¥«¨·¨ (w(� ); w(�)) ¥±²¼ ¤¢³¬¥°»© ®°¬ «¼»© ¢¥ª²®° (±¬.

¨¦¥), ¨ ª®¢ °¨ ¶¨¿ ¥£® ª®¬¯®¥² ° ¢ 

Ew(� )w(�) = min(�; �):

�®£®¬¥°»¥ ®°¬ «¼»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿

�» ¡³¤¥¬ ±²°®¨²¼ ¯°®¨§¢®«¼»¥ £ ³±±®¢» ±¨±²¥¬», ¨±µ®¤¿ ¨§

±¨±²¥¬» �

1

; �

2

; ::: ¥§ ¢¨±¨¬»µ ®¤¨ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥»µ £ ³±±®-

¢»µ ¢¥«¨·¨ ± ³«¥¢»¬ ±°¥¤¨¬ ¨ ¥¤¨¨·®© ¤¨±¯¥°±¨¥© (±² ¤ °²-

®£® £ ³±±®¢±ª®£® ¢¥ª²®° ). � ¯®¬¨¬, ·²® £ ³±±®¢  ±«³· © ¿

¢¥«¨·¨  ± ³«¥¢»¬ ±°¥¤¨¬ ¨ ¥¤¨¨·®© ¤¨±¯¥°±¨¥© ¨¬¥¥² ¯«®²-

®±²¼ (1=

p

2�) exp(�x

2

=2),   ¥¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ° ¢ 

exp(�t

2

=2): � ¤¨¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨ ±«³-

· ©®£® ¢¥ª²®°  (².¥. ª®¥·®£®  ¡®°  ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨).
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�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1. � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¥© ±«³· ©®£®

¢¥ª²®°  � = (�

1

; �

2

; :::; �

n

)  §»¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹ ¿ ´³ª¶¨¿ n ¢¥¹¥-

±²¢¥»µ ¯¥°¥¬¥»µ (�

1

; �

2

; :::; �

n

):

f

�

(� ) = f

�

(�

1

; �

2

; :::; �

n

) = E exp(i

n

X

k=1

�

k

�

k

) = Ee

i(�;�)

:

�²¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ ¬®£®¬¥°»µ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨©

±¯° ¢¥¤«¨¢»   «®£¨ ¤®ª § »µ ¢»¸¥ ²¥®°¥¬ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¨

¥¤¨±²¢¥®±²¨. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ � = (�

1

; �

2

; :::; �

m

) ¢¥ª²®° ¨§ ¥-

§ ¢¨±¨¬»µ ±² ¤ °²»µ £ ³±±®¢»µ ¢¥«¨·¨, �

i

� N (0; 1):

�¯°¥¤¥«¥¨¥-²¥®°¥¬ . �«³· ©»© ¢¥ª²®° � = (�

1

; �

2

; :::; �

n

)

 §»¢ ¥²±¿ £ ³±±®¢±ª¨¬ ± ³«¥¢»¬ ±°¥¤¨¬, ¥±«¨ ¢»¯®«¥® ®¤®

¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ½ª¢¨¢ «¥²»µ ³±«®¢¨©.

1. � = C�; ².¥. �

j

¿¢«¿¾²±¿ «¨¥©»¬¨ ª®¬¡¨ ¶¨¿¬¨ ±«³· ©»µ

¢¥«¨·¨ �

k

; j = 1; : : : ; n; k = 1; : : : ;m :

�

j

=

m

X

k=1

c

jk

�

k

;

£¤¥ C = (c

jk

) | ¥ª®²®° ¿ ¢¥¹¥±²¢¥ ¿ ¬ ²°¨¶  ° §¬¥°  n�m.

2. � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ¢¥ª²®°  � ¨¬¥¥² ¢¨¤

f

�

(t) = exp

�

�

1

2

(Bt; t)

�

; (9.3)

£¤¥ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿ ª¢ ¤° ² ¿ ¬ ²°¨¶  B ¯®°¿¤ª  n ¥®²°¨¶ -

²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥ , t = (t

1

; t

2

; :::; t

n

) 2 R

n

:

3. �«®²®±²¼ p

�

¢¥ª²®°  � (².¥. ¯«®²®±²¼ ±®¢¬¥±²®£® ° ±¯°¥-

¤¥«¥¨¿ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ �

i

; i = 1; : : : ; n) ¨¬¥¥² ¢¨¤

p

�

(x) =

�

(

p

2�)

n

p

detB

�

�1

exp

�

�

1

2

�

B

�1

x; x

�

�

; (9.4)

£¤¥

x = (x

1

; x

2

; :::; x

n

) 2 R

n

;

¯°¨·¥¬ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¬ ²°¨¶  B = (b

kj

) ¯®°¿¤ª  n ¥±²¼ ¬ ²°¨¶ 

ª®¢ °¨ ¶¨© ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ ±¨±²¥¬» � : b

kj

= E�

k

�

j

(¨, § ·¨²,

®  ¿¢«¿¥²±¿ ¥®²°¨¶ ²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®©).

�¯° ¦¥¨¥. �°®¢¥°¨²¼, ·²®

Z

R

n

p

�

(x) dx = 1:
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�®ª § ²¥«¼±²¢® ®¯°¥¤¥«¥¨¿-²¥®°¥¬».

1) 2: � ©¤¥¬ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª³¾ ´³ª¶¨¾ ¤«¿ �: � ¬¥²¨¬,

·²® µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ±¨±²¥¬» �¥§ ¢¨±¨¬»µ ±² ¤ °²-

»µ £ ³±±®¢±ª¨µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ ° ¢  f

�

(t) = exp(�(t; t)=2):

�®£¤ 

f

�

(t) = Ee

i(t;C�)

= Ee

i(C

�

t;�)

= e

�

1

2

(C

�

t;C

�

t)

= e

�

1

2

(CC

�

t;t)

;

£¤¥ C

�

| ²° ±¯®¨°®¢  ¿ ¬ ²°¨¶ . � ¬¥²¨¬, ·²® CC

�

±¨¬-

¬¥²°¨· ¿ ¥®²°¨¶ ²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ¬ ²°¨¶ , ² ª¨¬ ®¡° §®¬,

¨¬¥¥² ¬¥±²® (9.3) ± B = CC

�

. �°¨ ½²®¬

E�

k

�

j

=

n

X

l=1

c

kl

c

jl

= b

kj

:

1 () 3: �«¿ «¾¡®£® ¡®°¥«¥¢±ª®£® ¬®¦¥±²¢  A ¨§ R

n

P(� 2 A) = P(C� 2 A) = P(� 2 C

�1

A) =

=

Z

C

�1

A

1

(2�)

n=2

exp

n

�

1

2

(x; x)

o

dx: (9.5)

�¤¥« ¥¬ § ¬¥³ ¯¥°¥¬¥»µ y = Cx: �®«³·¨¬, ·²® ¯° ¢ ¿ · ±²¼

(9.5) ° ¢ 

1

(2�)

n=2

Z

A

exp

n

�

1

2

(C

�1

y; C

�1

y)

o

j detC

�1

j dy =

=

1

(2�)

n=2

Z

A

exp

n

�

1

2

((CC

�

)

�1

y; y)

o

1

p

detCC

�

dy;

¨, ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨¬¥¥² ¬¥±²® (9.4). �²³ ¶¥¯®·ª³ ° ¢¥±²¢ ¬®¦®

¯°®©²¨ ¨ ¢ ®¡° ²®¬  ¯° ¢«¥¨¨.

2 () 3: �®ª ¦¥¬, ·²® ´³ª¶¨¿ f

�

(t) ¯®«³· ¥²±¿ �³°¼¥-¯°¥-

®¡° §®¢ ¨¥¬ p

�

(x): � ±±¬®²°¨¬

Z

R

n

e

i(t;x)

1

p

detB(2�)

n=2

e

�

1

2

(B

�1

x;x)

dx:

�¤¥« ¥¬ § ¬¥³ ¯¥°¥¬¥»µ x = Ou; t = Ov; £¤¥ O | ®°²®£® «¼-

 ¿ ¬ ²°¨¶ , ¯°¨¢®¤¿¹ ¿ B ª ¤¨ £® «¼®¬³ ¢¨¤³: O

�

BO = D ¨

detB = detD = d

11

d

22

d

33

:::d

nn

; £¤¥ D = (d

ij

): �®£¤  (B

�1

x; x) =
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(B

�1

(Ou);Ou) = (D

�1

u; u) ¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»© ¨²¥£° « ¯°¥®¡° -

§³¥²±¿ ª ¢¨¤³ :

1

(2�)

n=2

1

(d

11

:::d

nn

)

1=2

Z

R

n

exp

n

i(v; u)�

1

2

(D

�1

u; u)

o

du =

=

n

Y

k=1

1

p

2�d

kk

Z

R

exp

n

iv

k

u

k

�

1

2

u

2

k

d

kk

o

du

k

=

=

n

Y

k=1

exp

n

�

v

2

k

d

kk

2

o

= exp

n

�

1

2

(Dv; v)

o

= exp

n

�

1

2

(Bt; t)

o

:

� ª ¦¥ ¯°®¢¥°¿¥²±¿, ·²® ®¡° ²»¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬ �³°¼¥ ®² f

�

¿¢«¿¥²±¿ p

�

:

� ¬¥· ¨¥ 3. � ³±±®¢±ª¨© ¢¥ª²®° �

0

± ¯°®¨§¢®«¼»¬ ¬ ²¥-

¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬ m = (m

1

; : : : ;m

n

) ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥ ¨§

£ ³±±®¢±ª®£® ¢¥ª²®°  � ± ³«¥¢»¬ ±°¥¤¨¬ ±¤¢¨£®¬   ¢¥ª²®° ±°¥¤-

¨µ: �

0

= � +m: �«¿ ¥£® ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ®¡®§ ·¥¨¥ �

0

� N (m;B):

�«®²®±²¼ ¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª³¾ ´³ª¶¨¾ ¢¥ª²®°  �

0

«¥£ª®  ©²¨,

§ ¿ ¯«®²®±²¼ ¨ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª³¾ ´³ª¶¨¾ ¤«¿ �:

� ¬¥· ¨¥ 4. �»·¨±«¿¿ § ·¥¨¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª-

¶¨¨ f

�

(t

0

) ¢ ²®·ª¥ t

0

= (0; :::; 1; 0; :::;0); £¤¥ ¥¤¨¨¶  ±²®¨²   k-¬

¬¥±²¥, ¯®«³·¨¬, ·²® µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨-

·¨» �

k

° ¢  exp(�t

2

k

b

kk

=2); ².¥. � � N (0; b

kk

); £¤¥ b

kk

| ¤¨ £®-

 «¼»© ½«¥¬¥² ¬ ²°¨¶» B = (b

ij

):

� ¬¥· ¨¥ 5. �«¥¬¥²» ¬ ²°¨¶» ª®¢ °¨ ¶¨© B ¢¥ª²®°  �

¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼, ¯°¨¬¥¨¢

@

2

@t

k

@t

j

ª ®¡¥¨¬ · ±²¿¬ ° ¢¥±²¢ 

f

�

(t) =

Z

e

i(t;x)

p

�

(x) dx

¨ ¯®«®¦¨¢ t = 0 (®¡®±®¢ ²¼ § ª®®±²¼ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿ ¯®¤

§ ª®¬ ¨²¥£° « ).

� ¬¥· ¨¥ 6. �±«¨ �

k

¥ ª®°°¥«¨°³¥² ± ®±² «¼»¬¨ ª®¬¯®-

¥² ¬¨ ¢¥ª²®°  � ( ½²® § ·¨², ·²® ª®¢ °¨ ¶¨¿ ½²®© ±«³· ©®©

¢¥«¨·¨» ± «¾¡®© ¤°³£®© ª®¬¯®¥²®© ¥±²¼ ³«¼), ²® ®  ¥§ -

¢¨±¨¬  ®² ¨µ. � ½²®¬ «¥£ª® ³¡¥¤¨²¼±¿, ² ª ª ª ¢ ½²®¬ ±«³· ¥

µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿ f

�

¢¥ª²®°  � ° ±¹¥¯«¿¥²±¿ ¢ ¯°®¨§-

¢¥¤¥¨¥ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �

k

¨ µ -

° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®© ´³ª¶¨¨ ¢¥ª²®° , ¯®«³·¥®£® ³¤ «¥¨¥¬ �

k

¨§
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�: � ²°¨¶  ª®¢ °¨ ¶¨© ½²®£® ¢¥ª²®°  ¯®«³· ¥²±¿ ³¤ «¥¨¥¬ ¨§ ª®-

¢ °¨ ¶¨®®© ¬ ²°¨¶» B ±²°®ª¨ ¨ ±²®«¡¶  ± ®¬¥°®¬ k.

�¨²¥° ²³° 

�¨°¿¥¢ �. �. �¥°®¿²®±²¼, £« ¢  3, xx3; 4; £« ¢  2, x13:�¥««¥° �.

�¢¥¤¥¨¥ ¢ ²¥®°¨¾ ¢¥°®¿²®¿²¥© ¨ ¥¥ ¯°¨«®¦¥¨¿, ²®¬ 1, £« ¢  3,

xx4� 6:
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�¥ª¶¨¿ 10

�³ ±±®®¢±ª ¿ ¬¥° . �±«®¢®¥

¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥

� ±±¬®²°¨¬ n-¬¥°»© ª³¡ � � R

n

± ¶¥²°®¬ ¢  · «¥ ª®®°¤¨-

 ², ¤«¨  ±²®°®» ª®²®°®£® ° ¢  N . �¡º¥¬ ª³¡  ¡³¤¥¬ ®¡®§ -

· ²¼ j�j : j�j = N

n

: �°®±¨¬  ³£ ¤ ²®·ª³ ("· ±²¨¶³") ¢ ª³¡ �. �¥

ª®®°¤¨ ²» ¨¬¥¾² ° ¢®¬¥°®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢ � (±¬. «¥ª¶¨¾ 7)

± ¯«®²®±²¼¾

p(x

1

; : : :x

n

) =

�

1=j�j; ¥±«¨ (x

1

; : : : ; x

n

) 2 �;

0; ¥±«¨ (x

1

; : : : ; x

n

) 62 �:

(10.1)

�»¡¥°¥¬ ¢ ª³¡¥ ¡®°¥«¥¢±ª®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® A 2 B(�

n

): �®£¤  ¢¥°®-

¿²®±²¼ ²®£®, ·²® · ±²¨¶  ¯®¯ «  ¢ ¬®¦¥±²¢® A; ° ¢ 

Pf· ±²¨¶  2 Ag =

jAj

j�j

; (10.2)

£¤¥ jAj | ®¡º¥¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢  A: �°®±¨¬ ²¥¯¥°¼ ¢ ª³¡ M · ±²¨¶,

ª ¦¤³¾ ¥§ ¢¨±¨¬® ®² ®±² «¼»µ. �®£¤  ¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ¢±¥

· ±²¨¶» ¯®¯ «¨ ¢ A; ° ¢ 

Pf¢±¥ · ±²¨¶» ¯®¯ «¨ ¢Ag =

�

jAj

j�j

�

M

: (10.3)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¨¬¥¥¬ M ¥§ ¢¨±¨¬»µ ° ¢®¬¥°® ° ±¯°¥¤¥-

«¥»µ   � n-¬¥°»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨ �

1

; : : : ; �

M

; ¨ ¯«®²®±²¼

ª ¦¤®© ¨§ ¨µ § ¤   ¢ (10.1). �°¨ ½²®¬

Pf�

1

2 Ag =

Z

A

p(x

1

; : : : ; x

n

) dx

1

: : :dx

n

=

jAj

j�j

;

Pf�

1

2 A; : : : ; �

M

2 Ag =

M

Y

i=1

Pf�

i

2 Ag =

�

jAj

j�j

�

M

:
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�¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ¢ A ¯®¯ «® °®¢® k · ±²¨¶ ¨§ ¤ »µ M;

° ¢ 

P

(�)

M

(A; k) = P (A; k) = C

k

M

�

jAj

j�j

�

k

�

1�

jAj

j�j

�

M�k

:

�±¯®¬¨¬, ·²® ½²® ¢ ²®·®±²¨ ¥±²¼ ¢¥°®¿²®±²¼  ±²³¯«¥¨¿ °®¢®

k ³±¯¥µ®¢ ¢ ±µ¥¬¥ �¥°³««¨ ¨§ M ¨±¯»² ¨©. �¤¥±¼ ¨±¯»² ¨¥

±®±²®¨² ¢ ¡°®± ¨¨ · ±²¨¶» ¢ �;   ³±¯¥µ ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¯°¨ ¯®¯ ¤ ¨¨

¢ A:

� ¬ ¡» µ®²¥«®±¼ ¯®±²°®¨²¼ ¢¥°®¿²®±²³¾ ¬¥°³, ®¯¨±»¢ ¾¹³¾

° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¡¥±ª®¥·®£® ·¨±«  · ±²¨¶ ¢ ¡¥±ª®¥·®¬ ¯°®±²° -

±²¢¥. � ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ¯°¥¤¥«¥ j�j ! 1 ¢¢¥¤¥»¥  ¬¨ ° ¢®¬¥°®

° ±¯°¥¤¥«¥»¥   � ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» ³¦¥ ¥ ¬®£³² ¯®¨¬ ²¼±¿

¢ ®¡»·®¬ ±¬»±«¥ ¢ ±¨«³ ¯°®²¨¢®°¥·¨¿ (¢ ¯°¥¤¥«¥) ¬¥¦¤³ ²°¥¡®¢ -

¨¿¬¨

1=j�j ! 0 ¨

Z

�

p(x

1

; : : : ; x

n

) dx

1

: : : dx

n

= 1:

�¤ ª® ¯°¨ ¥ª®²®°»µ ³±«®¢¨¿µ ¢¥°®¿²®±²¨ P

(�)

M

(A; k) ¨¬¥¾² ¯°¥-

¤¥«».

�°¥¤«®¦¥¨¥ 1. � ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

®±²¼ ª³¡®¢ �

0

� �

1

� : : : � �

s

� : : :, ° ±¸¨°¿¾¹¨µ±¿ ª R

n

. �²®-

°®» ª³¡®¢ ° ¢», ±®®²¢¥²±²¢¥®, N

0

< N

1

< : : : < N

s

< : : :

� ª¨¬ ®¡° §®¬, N

j

" 1 ¯°¨ s!1: �³±²¼ ·¨±«® · ±²¨¶ M

s

¢ ª³¡¥

�

s

³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿ ± °®±²®¬ s ² ª, ·²®

M

s

j�

s

j

=

M

s

N

n

s

= � > 0; (10.4)

£¤¥ � ¥ª®²®° ¿ ª®±² ² . �®£¤ 

lim

M!1

j�j!1

P

(�)

M

(A; k) = lim

s!1

P

(�

s

)

M

s

(A; k) =

(�jAj)

k

k!

e

��jAj

: (10.5)

�°¥¤¥«¼»© ¯¥°¥µ®¤ ¯® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ª³¡®¢, ° ±¸¨°¿¾-

¹¨µ±¿ ª R

n

; ¢ ±² ²¨±²¨·¥±ª®© ¬¥µ ¨ª¥  §»¢ ¥²±¿ ²¥°¬®¤¨ ¬¨-

·¥±ª¨¬ ¯°¥¤¥«¼»¬ ¯¥°¥µ®¤®¬,   ³±«®¢¨¥ (10.4) ¥±²¼ ³±«®¢¨¥ ¯®±²®-

¿®© ¯«®²®±²¨ · ±²¨¶.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤«®¦¥¨¥ 1 ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°¥´®°¬³«¨°®¢ª®©

²¥®°¥¬» �³ ±±®  (±¬. «¥ª¶¨¾ 9). �¨±«® ¨±¯»² ¨© ¢ ° ±±¬ ²°¨-

¢ ¥¬®© ±µ¥¬¥ �¥°³««¨ ° ¢® M; ¢¥°®¿²®±²¼ ³±¯¥µ  ° ¢  jAj=j�j
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¨, ¯® ³±«®¢¨¾,

M

jAj

j�j

= �jAj:

�°¥¤«®¦¥¨¥ 1 ¬®¦® ¤®ª § ²¼ ¨ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®, ¢»·¨±«¿¿

 ±¨¬¯²®²¨ª³ ´³ª¶¨© P

(�)

M

(A; k): � ¯°¨¬¥°, ¯°¨ k = 0

P

(�)

M

(A; 0) =

�

1�

jAj

j�j

�

�j�j

�! e

��jAj

:

�°¨ k = 1

P

(�)

M

(A; 1) = M

jAj

j�j

�

1�

jAj

j�j

�

M�1

�! �jAj � e

��jAj

:

�¯° ¦¥¨¥ 1. �°®¤®«¦¨²¼ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 1,

¢»·¨±«¨¢  ±¨¬¯²®²¨ª³ P

(�)

M

(A; k):

� ª ¬» § ¥¬, ¯®«³· ¾¹¨¥±¿ ¢ ¯°¥¤¥«¥ ·¨±« 

P (A; k) =

(�jAj)

k

k!

e

��jAj

(10.6)

§ ¤ ¾² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �³ ±±® ,

X

k

P (A; k) = 1; ²® ¥±²¼ ¬» ¬®¦¥¬

¢®±¯°¨¨¬ ²¼ ¨µ ª ª ¯°¥¤¥«¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢¥°®¿²®±²¥©.

�²®¡» ª®°°¥ª²® § ¤ ²¼ ¢¥°®¿²®±²³¾ ¬¥°³ ¢ "¡¥±ª®¥·®¬

®¡º¥¬¥" (²® ¥±²¼ ¬¥°³, ®¯¨±»¢ ¾¹³¾ ° ±¯®«®¦¥¨¥ ¡¥±ª®¥·®£®

·¨±«  · ±²¨¶ ¢® ¢±¥¬ ¯°®±²° ±²¢¥), ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿  ª±¨®¬ ²¨ª®©

�®«¬®£®°®¢ .

� ª ·¥±²¢¥ ¯°®±²° ±²¢  ½«¥¬¥² °»µ ¨±µ®¤®¢ ¢®§¼¬¥¬ ¯°®-

±²° ±²¢® 
 ¢±¥µ ±·¥²»µ ¯®¤¬®¦¥±²¢ R

n

; ¿¢«¿¾¹¨µ±¿ «®ª «¼®

ª®¥·»¬¨, ².¥. ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ² ª®£® ¯®¤¬®¦¥±²¢  ± «¾¡»¬ ¸ °®¬

ª®¥·®£® ° ¤¨³±  ±®±²®¨² ¨§ ª®¥·®£® ·¨±«  ²®·¥ª (¬®¦¥² ¡»²¼,

¨ ¯³±²®£®). �²¨ ¯®¤¬®¦¥±²¢  ®¯¨±»¢ ¾² ° ±¯®«®¦¥¨¥ · ±²¨¶

¢ ¯°®±²° ±²¢¥. � ²°¥µ¬¥°®¬ ±«³· ¥ ®¨ ¨²¥°¯°¥²¨°³¾²±¿ ª ª

¬®«¥ª³«» ¨¤¥ «¼®£® £ § .

�³±²¼ A = fA

1

; : : : ; A

m

g|¯°®¨§¢®«¼»©  ¡®°m ¯®¯ °® ¥¯¥-

°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ±¢¿§»µ ®£° ¨·¥»µ ¡®°¥«¥¢±ª¨µ ¬®¦¥±²¢ ¢ R

n

:

�³±²¼ � = (k

1

; : : : ; k

m

) | ¯°®¨§¢®«¼»© ¢¥ª²®°  ²³° «¼»µ ·¨±¥«.

� ±±¬®²°¨¬ ¬®¦¥±²¢®

D(A; �) = f! 2 
 : #(! \A

1

) = k

1

; : : : ;#(! \A

m

) = k

m

g;
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±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ² ª¨µ ±·¥²»µ ¬®¦¥±²¢ ! 2 
; ·²® ¤«¿ «¾¡®£®

i = 1; : : : ;m ¢ ¬®¦¥±²¢® A

i

¯®¯ «® °®¢® k

i

²®·¥ª (±¨¬¢®« # ®¡®-

§ · ¥² ¬®¹®±²¼ ¬®¦¥±²¢ ). �®¦¥±²¢  D(A; �) ¡³¤¥¬  §»-

¢ ²¼ ¡ §®¢»¬¨ ±®¡»²¨¿¬¨, ¯°¨ ½²®¬ ®±¨²¥«¥¬ ±®¡»²¨¿ D(A; �)

 §®¢¥¬ ¬®¦¥±²¢® A = [

m

i=1

A

i

. �¯°¥¤¥«¨¬ ¢¥°®¿²®±²¼ ±®¡»²¨¿

D(A; �) ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

P(D(A; �)) =

m

Y

i=1

(�jA

i

j)

k

i

k

i

!

e

��jA

i

j

: (10.7)

�³±²¼ B | ¥±¢¿§®¥ ®£° ¨·¥®¥ ¡®°¥«¥¢±ª®¥ ¬®¦¥±²¢®. �¯-

°¥¤¥«¨¬ ¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ¢ B ¯®¯ «® °®¢® k · ±²¨¶, ±«¥¤³¾-

¹¨¬ ®¡° §®¬:

PfD(B; k)g = P (B; k) =

(�jBj)

k

k!

e

��jBj

: (10.8)

�¯° ¦¥¨¥ 2. �°®¢¥°¨²¼, ·²® ®¯°¥¤¥«¥¨¥ (10.8) ±®£« ±³¥²±¿

± (10.7).

�² ª, ¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ¢ § ¤ ®¥ ¡®°¥«¥¢±ª®¥ ¬®¦¥±²¢®

A ¯®¯ ¤¥² °®¢® k · ±²¨¶, ° ¢  P (A; k) (±¬. (10.6)), ¨ ² ª¨¥ ±®-

¡»²¨¿ ¥§ ¢¨±¨¬», ¥±«¨ ¨µ ®±¨²¥«¨ ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿.

�®±²°®¨¬  «£¥¡°³

e

�, ±®¤¥°¦ ¹³¾ ¢±¥ ¡ §®¢»¥ ±®¡»²¨¿ D(A; �)

¤«¿ ¢±¥µ m � 1; A ¨ �:

�¯°¥¤¥«¨¬ ¬¥°³ P    «£¥¡°¥

~

� ª ª  ¤¤¨²¨¢³¾ ´³ª¶¨¾ ² -

ª³¾, ·²® ±®¡»²¨¿ ± ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¬¨±¿ ®±¨²¥«¿¬¨ ¥§ ¢¨±¨¬». �

¨¬¥®, ¯³±²¼ D

1

¨ D

2

| ¡ §®¢»¥ ±®¡»²¨¿ ± ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¬¨±¿

®±¨²¥«¿¬¨. �®£¤ 

P(D

1

[D

2

) = P(D

1

) + P(D

2

) � P(D

1

\D

2

);

P(D

1

\D

2

) = P(D

1

) � P(D

2

)

�°¥¤«®¦¥¨¥ 2. �³±²¼ D

1

¨ D

2

| ¡ §®¢»¥ ±®¡»²¨¿ ± ¯¥°¥-

±¥ª ¾¹¨¬¨±¿ ®±¨²¥«¿¬¨. �®£¤  D

1

\D

2

¯°¥¤±² ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ ®¡º-

¥¤¨¥¨¿ ª®¥·®£® ·¨±«  ¡ §®¢»µ ±®¡»²¨© ± ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¬¨±¿

®±¨²¥«¿¬¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°®¢¥°¨¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¥   ¯°¨¬¥°¥ ±®¡»²¨©

± m = 1: �³±²¼ D

1

= D

1

(A

1

; k

1

); D

2

= D

2

(A

2

; k

2

): �³±²¼ k

1

� k

2

:

�¡®§ ·¨¬ A

3

= A

1

\A

2

6= ;: �®£¤ 

D

1

\D

2

= f! : #(A

1

\ !) = k

1

; #(A

2

\ !) = k

2

g =
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=

k

1

[

k

3

=0

f! : #((A

1

nA

3

) \ !) = k

1

� k

3

;

#((A

2

nA

3

) \ !) = k

2

� k

3

;#(A

3

\ !) = k

3

g:

�«³· © m > 1 ¯®«®±²¼¾   «®£¨·¥.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 3. �¥°  P ¿¢«¿¥²±¿ ±·¥²®- ¤¤¨²¨¢®©  

~

�:

�¯° ¦¥¨¥ 3. �®ª § ²¼ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ 3.

�®±²°®¨¬ ²¥¯¥°¼  ¨¬¥¼¸³¾ �- «£¥¡°³ �, ±®¤¥°¦ ¹³¾

~

�: �®

²¥®°¥¬¥ ® ¯°®¤®«¦¥¨¨ ¬¥°» ¬¥°  P ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ®¤®§ ·®  

�- «£¥¡°³ �: � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¯®±²°®¨«¨ ¢¥°®¿²®±²®¥ ¯°®-

±²° ±²¢® (
;�;P); ®¯¨±»¢ ¾¹¥¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¡¥±ª®¥·®£® ·¨-

±«  · ±²¨¶ ¢ ¡¥±ª®¥·®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. � ° §¬¥°®±²¨ n > 1

½²® ¢¥°®¿²®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢®  §»¢ ¥²±¿ ¨¤¥ «¼»¬ £ §®¬, ¨«¨

¯³ ±±®®¢±ª¨¬ ±«³· ©»¬ ¯®«¥¬.

� ¬¥· ¨¥ 1. �³±²¼ B

s

2 B(R

n

) | ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¡®°¥-

«¥¢±ª¨µ ¬®¦¥±²¢ ² ª ¿, ·²® B

s

" B 2 B(R

n

) (¨«¨ B

s

# B 2 B(R

n

))

¯°¨ s!1: �®£¤  jB

s

j ! jBj ¨, ®·¥¢¨¤®, ¤«¿ «¾¡®£® 0 � k �1

P (B; k) = lim

s!1

P (B

s

; k):

� · ±²®±²¨, ¨§ (10.6) ¢¨¤®, ·²® ¢¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ¢ § ¤ ®©

²®·ª¥ ®ª ¦¥²±¿ · ±²¨¶ , ° ¢  ³«¾. � «®£¨·®, ¤«¿ ¬®¦¥±²¢ 

B 2 B(R

n

) ± jBj = 1 ¢¥°®¿²®±²¼ P (B; k) ²®£®, ·²® ¢ B ¯®¯ «®

°®¢® k · ±²¨¶ (k < 1), ° ¢  ³«¾. � ¬¥²¨¬, ª°®¬¥ ²®£®, ·²®

¯°¨ ¬ «»µ �jBj

P (B; 1) � �jBj ; P

�

[

j�2

D(B; j)

�

= o(�jBj);

P (B; 0) = 1� �jBj+ o(�jBj):

� ° §¬¥°®±²¨ n = 1 ¯³ ±±®®¢±ª®¥ ±«³· ©®¥ ¯®«¥  §»¢ ¾²

¯³ ±±®®¢±ª¨¬ ¯®²®ª®¬. �°¨ ½²®¬ ·¨±«®¢ ¿ ®±¼ R ¨²¥°¯°¥²¨°³-

¥²±¿ ª ª ®±¼ ¢°¥¬¥¨,    µ®¦¤¥¨¥ · ±²¨¶» ¢ ²®·ª¥ t 2 R ª ª

 ±²³¯«¥¨¥ ¢ ¬®¬¥² t ¥ª®²®°®£® ±®¡»²¨¿, ¯®¢²®°¿¾¹¥£®±¿ ·¥-

°¥§ ±«³· ©»¥ ¯°®¬¥¦³²ª¨ ¢°¥¬¥¨. � ¬ ¨²¥°¥±® ³§ ²¼ ¢¥°®-

¿²®±²»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ½²¨µ ±«³· ©»µ ¯°®¬¥¦³²ª®¢ ¢°¥¬¥¨.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1. �«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  ¨¬¥¥² ½ª±¯®¥¶¨ «¼-

®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥, ¥±«¨ ¥¥ ´³ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ F ¨ ¯«®²®±²¼ p

° ¢» ±®®²¢¥²±²¢¥®

F (x) =

�

1� e

��x

¯°¨ x � 0;

0 ¯°¨ x < 0;

p(x) =

�

�e

��x

¯°¨ x � 0;

0; ¯°¨ x < 0;
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£¤¥ � > 0:

�¥¬¬  1. � ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ±®±¥¤¨¬¨ · ±²¨¶ ¬¨ ¯³ ±±®®¢-

±ª®£® ¯®²®ª  ° ±¯°¥¤¥«¥® ½ª±¯®¥¶¨ «¼®.

�³±²¼ ¢ ²®·ª¥ x  µ®¤¨²±¿ · ±²¨¶ . �»¡¥°¥¬ ¯°®¨§¢®«¼®¥ y >

x: �®£¤  ±®±¥¤¿¿ ± ¥¾ ±¯° ¢  · ±²¨¶   µ®¤¨²±¿ ¯° ¢¥¥, ·¥¬ y

(².¥. ®²±²®¨² ®² ¤ ®© · ±²¨¶» ¥ ¬¥¥¥, ·¥¬   y � x), ¥±«¨ ¢

¯®«³¨²¥°¢ «¥ (x; y] ¥² · ±²¨¶. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²®¡» ¤®ª § ²¼

«¥¬¬³ 1, ³¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ³±«®¢ ¿ ¢¥°®¿²®±²¼

P ( ¢ (x; y] ¥² · ±²¨¶ j ¢ x ¥±²¼ · ±²¨¶ ) =

= PfD((x; y]; 0) jD(x; 1)g = expf��(y � x)g: (10.9)

�°¨¢¥¤¥¬ ¨²³¨²¨¢®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬» 1, ®¯¨° ¾¹¥¥±¿

  § ¬¥· ¨¥ 1. �»¡¥°¥¬ ¢ ¨²¥°¢ «¥ (x; y) ²®·ª³ z 2 (x; y): �±²°¥-

¬¨¬ z ª x ¨ § ¯¨¸¥¬ ³±«®¢³¾ ¢¥°®¿²®±²¼ (10.9) ª ª ¯°¥¤¥«:

PfD((x; y]; 0) jD(x; 1)g= lim

z#x

PfD((z; y]; 0) jD([x; z]; 1)g:

�®±ª®«¼ª³ ®±¨²¥«¨ ±®¡»²¨© D((z; y]; 0) ¨ D([x; z]; 1) ¥ ¯¥°¥±¥ª -

¾²±¿, ½²¨ ±®¡»²¨¿ ¥§ ¢¨±¨¬». �¬¥¥¬:

PfD((z; y]; 0) jD([x; z]; 1)g=

PfD((z; y]; 0) \D([x; z]; 1)g

PfD([x; z]; 1)g

=

=

PfD((z; y]; 0)PD([x; z]; 1)g

PfD([x; z]; 1)g

= PfD((z; y]; 0)g:

�®½²®¬³

PfD((x; y]; 0) jD(x; 1)g= lim

z#x

PfD((z; y]; 0)g = lim

z#x

e

��(y�z)

= e

�(y�x)

:

�²®¡» ¯®«³·¨²¼ ±²°®£®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬» 1,  ¬ ³¦®

 ³·¨²¼±¿ ° ¡®² ²¼ ± ³±«®¢»¬¨ ¢¥°®¿²®±²¿¬¨ ¯°¨ ³±«®¢¨¨ ±®¡»-

²¨¿, ¨¬¥¾¹¥£® ³«¥¢³¾ ¢¥°®¿²®±²¼. �® ±¨µ ¯®° ¬» ¨¬¥«¨ ¤¥«®

«¨¸¼ ± ³±«®¢»¬¨ ¢¥°®¿²®±²¿¬¨ ¯°¨ ³±«®¢¨¨ ±®¡»²¨¿, ¨¬¥¾¹¥£®

¯®«®¦¨²¥«¼³¾ ¢¥°®¿²®±²¼. �«¿ ²®£®, ·²®¡» ®¯°¥¤¥«¨²¼ ³±«®¢-

³¾ ¢¥°®¿²®±²¼ ¯°¨ ³±«®¢¨¨ ±®¡»²¨¿, ª®²®°®¥ ¨¬¥¥² ³«¥¢³¾ ¢¥-

°®¿²®±²¼,  ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ¯®¿²¨¥ ³±«®¢®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£®

®¦¨¤ ¨¿.
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�±«®¢®¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥

� «¥ª¶¨¨ 5 ¬» ¢¢¥«¨ ¯®¿²¨¥ ³±«®¢®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨-

¤ ¨¿ ®¤®© ¤¨±ª°¥²®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» ®²®±¨²¥«¼® ¤°³£®©.

� ¯®¬¨¬ ¥£®.

�³±²¼ � ¨ � | ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨»   ¯°®±²° ±²¢¥ 
; ¯°¨¨-

¬ ¾¹¨¥ ª®¥·®¥ ·¨±«® § ·¥¨©. �³±²¼ fx

1

; x

2

; :::; x

n

g ¥±²¼ ¬®¦¥-

±²¢® § ·¥¨© �;   fy

1

; y

2

; :::; y

m

g ¥±²¼ ¬®¦¥±²¢® § ·¥¨© �: �«³-

· © ¿ ¢¥«¨·¨  � ¨¤³¶¨°³¥² ° §¡¨¥¨¥ D

�

¯°®±²° ±²¢  ½«¥¬¥-

² °»µ ±®¡»²¨© 
   n ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢:


 =

n

[

i=1

f! : �(!) = x

i

g;

f! : �(!) = x

i

g \ f! : �(!) = x

j

g = ; ¯°¨ i 6= j:

� «®£¨·®, ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  � ¨¤³¶¨°³¥² ° §¡¨¥¨¥ D

�

: � -

¬¥²¨¬, ·²® ¬®¦¥±²¢® f! : �(!) = x

i

g; ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¬®¦¥² ¥

¡»²¼ ½«¥¬¥²®¬  «£¥¡°», ¯®°®¦¤¥®© ° §¡¨¥¨¥¬ D

�

(².¥. ¬¨-

¨¬ «¼®©  «£¥¡°», ±®¤¥°¦ ¹¥© ¢±¥ ½«¥¬¥²» D

�

). �¡®§ ·¨¬

E

�

�- «£¥¡°³, ¯®°®¦¤¥³¾ ½«¥¬¥² ¬¨ ° §¡¨¥¨¿ D

�

; ².¥. ¬¨¨-

¬ «¼³¾ �- «£¥¡°³, ±®¤¥°¦ ¹³¾ ¬®¦¥±²¢  f! : �(!) = y

i

g; i =

1; : : : ;m: �®±ª®«¼ª³ ±¨±²¥¬  D

�

ª®¥· , ²® ¯®°®¦¤¥ ¿ ¥¾  «£¥-

¡°  ±®¢¯ ¤ ¥² ± E

�

. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¬®¦¥¬ ±ª § ²¼, ·²® ±«³-

· © ¿ ¢¥«¨·¨  � ¥ ®¡¿§   ¡»²¼ ¨§¬¥°¨¬®© ®²®±¨²¥«¼® ±¨£¬ -

 «£¥¡°» E

�

: �·¥¢¨¤®, ´³ª¶¨¨ �(!) ¨ �(!) ¿¢«¿¾²±¿ ¯®±²®¿»¬¨

  ½«¥¬¥² µ ° §¡¨¥¨¿ D

�

¨ D

�

±®®²¢¥²±²¢¥®.

� ´¨ª±¨°³¥¬ § ·¥¨¥ y

j

±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» �:

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2. �±«®¢»¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬ ±«³-

· ©®© ¢¥«¨·¨» � ¯°¨ ³±«®¢¨¨ � = y

j

 §»¢ ¥²±¿ ·¨±«®

E(� j f� = y

j

g) =

n

X

i=1

x

i

P(� = x

i

j� = y

j

):

�±«¨ ³±«®¢¨¥ � = y

j

¥ ´¨ª±¨°®¢ ²¼,   ¤®¯³±²¨²¼, ·²® ®® ¬®¦¥²

¬¥¿²¼±¿, ¯®«³·¨¬ ´³ª¶¨¾ ®² y

j

:

E(�j�) =

m

X

j=1

n

X

i=1

x

i

P(� = x

i

j� = y

j

)I

f�=y

j

g

(!); (10.10)

£¤¥ I

A

¥±²¼ ¨¤¨ª ²®° ¬®¦¥±²¢  A :

I

A

=

�

1; ! 2 A;

0; ! =2 A:
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�³ª¶¨¿ E(�j�); ®·¥¢¨¤®, ¿¢«¿¥²±¿ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨®©, ¯®±²®¿-

®©   ª ¦¤®¬ ½«¥¬¥²¥ ° §¡¨¥¨¿ D

�

;   § ·¨², ¨§¬¥°¨¬®© ®²®-

±¨²¥«¼® E

�

:

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3. �±«®¢»¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬ � ®²-

®±¨²¥«¼® �  §»¢ ¥²±¿ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  E(�j�); ®¯°¥¤¥«¥ ¿

¢ (10.10).

�»° ¦¥¨¥ (10.10) ®¡®§ · ¾² ² ª¦¥ E(�jE

�

) ¨  §»¢ ¾² ³±«®¢-

»¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬ � ®²®±¨²¥«¼® �- «£¥¡°» E

�

:

� ª¨¬ ®¡° §®¬, E(�j�) ¥±²¼ ³±°¥¤¥¨¥ �   ª ¦¤®¬ ¬®¦¥±²¢¥

³°®¢¿ f! : �(!) = y

j

g ´³ª¶¨¨ �: �²® ±° §³ ¢«¥·¥² ° ¢¥±²¢®

Z

M

� dP =

Z

M

E(�j�) dP ¤«¿ «¾¡®£® M 2 E

�

(10.11)

(±¬. «¥ª¶¨¾ 5). �  ¸¥¬ ±«³· ¥ ¨²¥£° «» ¢ (10.11) ¥±²¼ ¢ ¤¥©±²¢¨-

²¥«¼®±²¨ ¯°®±²® ª®¥·»¥ ±³¬¬». �® ¬» § ¯¨±»¢ ¥¬ ½²® ±¢®©±²¢®

¢ ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥, ² ª ª ª ®® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¨ ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼»µ ±«³· ©-

»µ ¢¥«¨·¨. � · ±²®±²¨,

E� =

Z




E(�j�) dP = EE(�j�) (10.12)

(®¡®¡¹¥¨¥ ´®°¬³«» ¯®«®© ¢¥°®¿²®±²¨).

�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ¯®±²°®¥¨¾ ³±«®¢®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨-

¤ ¨¿ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥. �«¿ ½²®£® ²°¥¡³¥²±¿ ¤®¯®«¨²¥«¼ ¿ ²¥µ-

¨ª .

�¡±®«¾² ¿ ¥¯°¥°»¢®±²¼ ¬¥°

�¥®°¥¬ -®¯°¥¤¥«¥¨¥ (�¥®°¥¬  � ¤®  | �¨ª®¤¨¬ ).

�³±²¼   ¨§¬¥°¨¬®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ (
;�); ¨¬¥¾²±¿ ¤¢¥ ¬¥°» (¥

®¡¿§ ²¥«¼® ¢¥°®¿²®±²»¥), � ¨ �: �¥°  �  §»¢ ¥²±¿  ¡±®«¾²®

¥¯°¥°»¢®© ®²®±¨²¥«¼® �; ¥±«¨ ¢»¯®«¥® «¾¡®¥ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ

¤¢³µ ½ª¢¨¢ «¥²»µ ³±«®¢¨©.

1. �«¿ «¾¡®£® A 2 � ¥±«¨ �(A) > 0; ²® �(A) > 0:

2. �³¹¥±²¢³¥² ¨§¬¥°¨¬ ¿ ´³ª¶¨¿ f(!)   
; ² ª ¿, ·²®

�(A) =

Z

A

f(!) d�
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¤«¿ «¾¡®£® A 2 �: �²  ´³ª¶¨¿  §»¢ ¥²±¿ ¯«®²®±²¼¾ ¬¥°» �

¯® ¬¥°¥ �; ¨«¨ ¯°®¨§¢®¤®© � ¤®  | �¨ª®¤¨¬ , ¨ ®¡®§ · ¥²±¿

f(!) =

d�

d�

: �  ¥¤¨±²¢¥  ± ²®·®±²¼¾ ¤® § ·¥¨©   ¬®¦¥-

±²¢ µ �-¬¥°» 0 (¨«¨, ·²® ½ª¢¨¢ «¥²®, �-¬¥°» 0).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®, ·²® ¨§ 2 ±«¥¤³¥² 1, ®·¥¢¨¤®. �®ª § ²¥«¼-

±²¢® ®¡° ²®£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ¬®¦®  ©²¨ ¢ ª¨£¥ �. �. �®«¬®£®-

°®¢  ¨ �. �. �®¬¨ .

�³±²¼ § ¤ ® ¢¥°®¿²®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢® (
;�; �) ¨ ¤¢¥ ±«³-

· ©»¥ ¢¥«¨·¨» � ¨ �   ¥¬. �®¯°®¡³¥¬ ¯®¢²®°¨²¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¥

³±«®¢®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿, ¤ ®¥ ¤«¿ ¤¨±ª°¥²®£® ±«³-

· ¿, ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥. � ¦¤®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨¥ � ±®²¢¥²±²¢³¥²

° §¡¨¥¨¥ ¯°®±²° ±²¢  
   ¯®¤¬®¦¥±²¢  A

x

; x 2 R; ³°®¢¿ x :

A

x

= f! : �(!) = xg: �¤ ª® ¢® ¬®£¨µ ±«³· ¿µ �(A

x

) = 0: � ª,

 ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  � ¨¬¥¥² ¥¯°¥°»¢®¥ ° ±¯°¥-

¤¥«¥¨¥, �(A

x

) = 0 ¤«¿ «¾¡®£® x: �» ¥ ³¬¥¥¬ ¯®ª  ®¯°¥¤¥«¿²¼

³±«®¢»¥ ¢¥°®¿²®±²¨ ®²®±¨²¥«¼® ±®¡»²¨©, ¨¬¥¾¹¨µ ³«¥¢³¾

¢¥°®¿²®±²¼. � ±±¬®²°¨¬ �- «£¥¡°³ E

�

; ¯®°®¦¤¥³¾ ±«³· ©®©

¢¥«¨·¨®© �. �¥ ½«¥¬¥² ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ±®¡»²¨¿ ¢¨¤  f! : �(!) 2

Bg; B 2 B(R):

�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® �(!) � 0 ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ !: � ±±¬®²°¨¬ ¨§¬¥-

°¨¬®¥ ¯°®±²° ±²¢® (
; E

�

). �  ¥¬ ¥±²¼ ¤¢¥ ¬¥°» : ¬¥°  � ¨ ¬¥° 

�; £¤¥ �(A) =

R

A

�(!) d�: �·¥¢¨¤®, �  ¡±®«¾²® ¥¯°¥°»¢  ®²®-

±¨²¥«¼® �: �®½²®¬³ ¯® ²¥®°¥¬¥ � ¤®  | �¨ª®¤¨¬  ±³¹¥±²¢³-

¥² ¯«®²®±²¼ u(!); ¨§¬¥°¨¬ ¿ ®²®±¨²¥«¼® E

�

; ² ª ¿ ·²® �(A) =

R

A

u(!) d�:�®«®¦¨¬ ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ E(�j�) = u(!):� ª²¨·¥±ª¨ ´³-

ª¶¨¿ E(�j�) ¿¢«¿¥²±¿ ´³ª¶¨¥© ²®«¼ª® ®² y = �(!): �²® °¥§³«¼² ²

±«¥¤³¾¹¥© ²¥®°¥¬», ª®²®°³¾ ¬» ¯°¨¢®¤¨¬ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ .

�¥®°¥¬  1. �³±²¼ (
;�; �) | ¢¥°®¿²®±²®¥ ¯°®±²° ±²¢®,

  ª®²®°®¬ § ¤ » ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» � ¨ �: �³±²¼ ±«³· © ¿ ¢¥-

«¨·¨  � ¨§¬¥°¨¬  ®²®±¨²¥«¼® �- «£¥¡°» E

�

; ¯®°®¦¤¥®© ±«³-

· ©®© ¢¥«¨·¨®© �: �®£¤   ©¤¥²±¿ ¡®°¥«¥¢±ª ¿ ´³ª¶¨¿ ' ² ª ¿,

·²® � ¥±²¼ ª®¬¯®§¨¶¨¿ ´³ª¶¨© ' ¨ �; ²® ¥±²¼ �(!) = '(�(!)) ¤«¿

ª ¦¤®£® !.

�·¨²»¢ ¿ ²¥®°¥¬³ 1, ¬» ¬®¦¥¬ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ³±«®¢®¥ ¬ ²¥¬ ²¨-

·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» � ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® � = y :

E(�jf� = yg) = '(y): (10.13)

� ¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ E� =1; ²® ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  E(�j�), ¢®®¡¹¥

£®¢®°¿, ¿¢«¿¥²±¿ ° ±¸¨°¥®©.
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� ¤¨¬ ²¥¯¥°¼ ´®°¬ «¼®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ³±«®¢®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥-

±ª®£® ®¦¨¤ ¨¿.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 4. �±«®¢»¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬ ¥®-

²°¨¶ ²¥«¼®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» � ®²®±¨²¥«¼® ±«³· ©®© ¢¥«¨-

·¨» �  §»¢ ¥²±¿ ° ±¸¨°¥ ¿ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  E(�j�); ² ª ¿

·²® E(�j�) ¿¢«¿¥²±¿ E

�

-¨§¬¥°¨¬®© ¨ ¤«¿ «¾¡®£® A 2 E

�

Z

A

� d� =

Z

A

E(�j�) d�: (10.14)

�«¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» � ¥¥ ³±«®¢®¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥-

±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ±·¨² ¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¥»¬, ¥±«¨

min(E(�

+

j�);E(�

�

j�) <1:

� ½²®¬ ±«³· ¥

E(�j�) = E(�

+

j�)� E(�

�

j�):

� ¬¥· ¨¥ 2. �³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ³±«®¢®£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨-

¤ ¨¿ ±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» � ¤®  | �¨ª®¤¨¬ . �® ®¯°¥¤¥«¥®

¥¤¨±²¢¥»¬ ®¡° §®¬ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¬®¦¥±²¢ �-¬¥°» 0.

�¢®©±²¢  ³±«®¢»µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ¨©.

1. �±«¨ a; b; c - ª®±² ²», ²®

E(a�

1

+ b�

2

+ cj�) = aE(�

1

j�) + bE(�

2

j�) + c (¯. .).

2. �±«¨ �f! : �

1

(!) � �

2

(!)g = 1; ²® E(�

1

j�) � E(�

2

j�) (¯..).

3. jE(�j�)j � E(j�j j�) (¯..).

4. EE(�j�) = E�.

5. �±«¨ E

�

1

� E

�

2

; ²® ¥±²¼ �- «£¥¡°  E

�

2

¿¢«¿¥²±¿ ¨§¬¥«¼·¥¨¥¬

�- «£¥¡°» E

�

1

; ²®

E(E(�j�

2

)j�

1

) = E(�j�

1

) (¯..):

6. �±«¨ E

�

1

� E

�

2

; ²®

E(E(�j�

1

)j�

2

) = E(�j�

1

) (¯..).

7. �±«¨ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  � ¨§¬¥°¨¬  ®²®±¨²¥«¼® E

�

, ²®

E(�j�) = � (¯..).
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8. �±«¨ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» � ¨ � ¥§ ¢¨±¨¬», ²®

E(�j�) = E� (¯..).

9. �±«¨ �

1

E

�

-¨§¬¥°¨¬  ¨ Ej�

1

j <1; Ej�

1

�j <1; ²®

E(�

1

�j�) = �

1

E(�j�) (¯..).

�¯° ¦¥¨¥ 4. �®«¼§³¿±¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¨²¥-

£° « , ¤®ª § ²¼ ±¢®©±²¢  1, 3, 4, 6, 7.

�®ª § ²¥«¼±²¢  ®±² «¼»µ ±¢®©±²¢ ¬®¦® ¯°®·¨² ²¼ ¢ ³·¥¡¨ª¥

�¨°¿¥¢ , £« ¢  2, x7.

�®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ �- «£¥¡°³ �

1

� �; ¥ ±¢¿§ ³¾  ¯°¨®°¨

± ª ª®©-«¨¡® ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨®©, ¨ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ³±«®¢®¥ ¬ ²¥¬ -

²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ � ®²®±¨²¥«¼® �

1

:

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5. �³±²¼ (
;�;P) | ¢¥°®¿²®±²®¥ ¯°®±²° -

±²¢®,   ª®²®°®¬ § ¤   ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  � ¨ ¯³±²¼ �

1

� � ¥±²¼

�-¯®¤ «£¥¡°  �- «£¥¡°» �:�±«®¢»¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬

±«³· ©®© ¢¥«¨·¨» � ®²®±¨²¥«¼® �- «£¥¡°» �

1

 §»¢ ¥²±¿ ° ±-

¸¨°¥ ¿ ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨  E(�j�

1

); ² ª ¿ ·²® E(�j�

1

) ¿¢«¿¥²±¿

�

1

-¨§¬¥°¨¬®© ¨ ¤«¿ «¾¡®£® A 2 �

1

Z

A

� dP =

Z

A

E(�j�

1

) dP:

�» ¢¨¤¨¬ ¨§ ½²®£® ®¯°¥¤¥«¥¨¿, ·²® ¢ · ±²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤ 

�- «£¥¡°  �

1

¯®°®¦¤¥  ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨®©, ²® ¥±²¼ �

1

= E

�

;

E(�jE

�

) = E(�j�):

�°¨¬¥°. �±«®¢®¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ¤«¿ ¥¯°¥°»¢®

° ±¯°¥¤¥«¥»µ ±«³· ©»µ ¢¥«¨·¨. �³±²¼ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨»

� ¨ �, § ¤ »¥   ¢¥°®¿²®±²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ (
;�;P), ¨¬¥¾²

±®¢¬¥±²³¾ ¯«®²®±²¼ p(x; y). �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® E� < 1;E� < 1:

�®£¤  ¯«®²®±²¼ p

�

° ¢  p

�

(y) =

R

R

p(x; y) dx: �¡®§ ·¨¬

p

�j�

(xjy) =

p(x; y)

p

�

(y)

; (10.15)

¥±«¨ p

�

(y) 6= 0: �«¿ ²¥µ y; £¤¥ p

�

(y) = 0; ¯®« £ ¥¬ ¢»° ¦¥¨¥ ° ¢-

»¬ ³«¾. �²® ¢»° ¦¥¨¥  §»¢ ¥²±¿ ³±«®¢®© ¯«®²®±²¼¾ ±«³-

· ©®© ¢¥«¨·¨» � ®²®±¨²¥«¼® �: � ¥¥ ¯®¬®¹¼¾ ³±«®¢®¥ ¬ ²¥-

¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ � ®²®±¨²¥«¼® � ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¿¢®

E(�j�)(y) =

1

Z

�1

x p

�j�

(xjy) dx (10.16)
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ª ª ¡®°¥«¥¢±ª³¾ ´³ª¶¨¾ ®² § ·¥¨© y, ¯°¨¨¬ ¥¬»µ ±«³· ©®©

¢¥«¨·¨®© �:

�°®¢¥°¨¬ (10.14), ¤¢ ¦¤» ¢®±¯®«¼§®¢ ¢¸¨±¼ § ¬¥®© ¯¥°¥¬¥-

»µ ¢ ¨²¥£° «¥ �¥¡¥£  (±¬. «¥ª¶¨¾ 7):

Z

f!: �(!)2Bg

E(�j�)(!) dP(!) =

Z

B

Z

R

x p

�j�

(xjy) dx p

�

(y) dy =

=

Z

B

Z

R

x

p(x; y)

p

�

(y)

p

�

(y) dx dy =

Z

B

Z

R

x p(x; y) dx dy =

=

Z




� I

f�2Bg

dP =

Z

f!: �(!)2Bg

� dP :

�®¿±¨¬ ²¥¯¥°¼, ¯®·¥¬³ p

�j�

(xjy)  §»¢ ¥²±¿ ³±«®¢®© ¯«®²®±²¼¾.

�®-¯¥°¢»µ, ¥ ¢¤ ¢ ¿±¼ ¢ ±²°®£®¥ ®¡®±®¢ ¨¥ ¯°¥¤¥«¼®£® ¯¥°¥-

µ®¤ , § ¬¥²¨¬, ·²® p

�j�

(xjy) ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ª ª ¯°¥¤¥« ¯°¨ "! 0

³±«®¢®© ¢¥°®¿²®±²¨

P(� 2 O

"

(x)j� 2 O

"

(y)) =

R

O

"

(x)

R

O

"

(y)

p(s; z) dz ds

R

O

"

(y)

p

�

(z) dz

;

£¤¥ O

"

(x) ¨ O

"

(y) | ¨²¥°¢ «» ¤«¨» " ± ¶¥²° ¬¨ x ¨ y ±®®²-

¢¥²±²¢¥®. � ¬® ¦¥ ³±«®¢®¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ¨±µ®¤¿ ¨§

(10.15) ¨ (10.16) ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª ¯°¥¤¥«

E(�j� = y) = lim

"!0

R

R

R

O

"

(y)

s p(s; z) dz ds

R

O

"

(y)

p

�

(z) dz

:

�¯°¥¤¥«¨¬ ²¥¯¥°¼ ³±«®¢³¾ ¢¥°®¿²®±²¼ ¯°¨ ³±«®¢¨¨ ±®¡»²¨¿,

¢¥°®¿²®±²¼ ª®²®°®£® ¬®¦¥² ¡»²¼ ° ¢®© ³«¾.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 6. �³±²¼ A 2 �: �±«®¢®© ¢¥°®¿²®±²¼¾ ±®¡»-

²¨¿ A ¯°¨ ³±«®¢¨¨ � = y  §»¢ ¥²±¿ ¢¥«¨·¨ 

P(Ajf� = yg) = E(I

A

jf� = yg);

£¤¥ I

A

| ¨¤¨ª ²®° ±®¡»²¨¿ A:
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�¯° ¦¥¨¥ 5. �°®¢¥°¨²¼, ·²® ¤«¿ ¤¨±ª°¥²®© ±«³· ©®© ¢¥-

«¨·¨» � ®¯°¥¤¥«¥¨¥ 6 ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ¨§¢¥±²®¥  ¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥

®¡»·®© ³±«®¢®© ¢¥°®¿²®±²¨.

�°¥¤«®¦¥¨¥ 4. �³±²¼ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» � ¨ � ¨¬¥¾² ±®-

¢¬¥±²³¾ ¯«®²®±²¼ p(x; y): �®£¤ 

P (� 2 Cj� = y) =

Z

C

p

�j�

(xjy) dx ; (10.17)

²® ¥±²¼ p

�j�

(xjy), ®¯°¥¤¥«¥ ¿ ¢ (10.15), ¥±²¼ ¥ ·²® ¨®¥, ª ª ¯«®²-

®±²¼ ³±«®¢®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ � ¯°¨ ³±«®¢¨¨ � = y:

�» ¥ ¯°¨¢®¤¨¬ ´®°¬ «¼®£® ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ½²®£® ¯°¥¤«®¦¥-

¨¿, ®¯¨° ¾¹¥£®±¿   ®¯°¥¤¥«¥¨¥ 6. � ¬¥²¨¬ ²®«¼ª®, ·²® ¤°³£®¥

¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥® ± ¯®¬®¹¼¾ ¯°¥¤¥«¼®£® ¯¥-

°¥µ®¤  ¢ ²¥µ ±«³· ¿µ, ª®£¤  ® ¯®¤¤ ¥²±¿ ®¡®±®¢ ¨¾. �¥©±²¢¨-

²¥«¼®, ¢§¿¢ ´¨ª±¨°®¢ ®¥ ¬®¦¥±²¢® C � R ¨ ¯¥°¥µ®¤¿ ª ¯°¥¤¥«³

"! 0 ¢ ° ¢¥±²¢¥

P(� 2 Cj� 2 O

"

(y)) =

R

C

R

O

"

(y)

p(s; z) dz ds

R

O

"

(y)

p

�

(z) dz

;

¯®«³·¨¬ (10.17).

�¥¯¥°¼ ¬» ¬®¦¥¬ ¢¥°³²¼±¿ ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ «¥¬¬» 1.

�®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬» 1. � ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©³¾ ¢¥«¨·¨³ I

x

;

¿¢«¿¾¹³¾±¿ ¨¤¨ª ²®°®¬ ±®¡»²¨¿ D(fxg; 1); ±®±²®¿¹¥£® ¢ ²®¬,

·²® ¢ ²®·ª¥  µ®¤¨²±¿ · ±²¨¶ :

I

x

=

�

1; ¥±«¨ ¢ x ¥±²¼ · ±²¨¶ ;

0; ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥.

�®£¤ 

P ( ¢ (x; y] ¥² · ±²¨¶ j ¢ x ¥±²¼ · ±²¨¶ ) =

= PfD((x; y]; 0) j I

x

= 1g = E(I

D((x;y];0)

j I

x

= 1):

�®±ª®«¼ª³ ®±¨²¥«¨ ±®¡»²¨© D((x; y]; 0) ¨ D(fxg; 1) ¥ ¯¥°¥±¥ª -

¾²±¿, ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» I

D((x;y];0)

¨ I

x

¥§ ¢¨±¨¬». �®½²®¬³

E(I

D((x;y];0)

j I

x

= 1) = E(I

D((x;y];0)

) = P ((x; y]; 0) = e

��(y�x)

:

�¨²¥° ²³° 

�®«¬®£®°®¢ �. �., �®¬¨ �. �. �«¥¬¥²» ²¥®°¨¨ ´³ª¶¨© ¨

´³ª¶¨® «¼®£®   «¨§ , £« ¢  6. �¨°¿¥¢ �. �. �¥°®¿²®±²¼,

£« ¢  2, x 7.
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�¥ª¶¨¿ 11

� ¤ ·  ¯¥°ª®«¿¶¨¨   Z

2

� ½²®© «¥ª¶¨¨ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ ¯¥°ª®«¿¶¨¨   ª¢ ¤° ²-

®© °¥¸¥²ª¥. �¥®°¨¿ ¯¥°ª®«¿¶¨¨ (¯°®²¥ª ¨¿) ¢®§¨ª«  ¯¥°¢® -

· «¼® ¢ ´¨§¨ª¥ ²¢¥°¤®£® ²¥« , ® ¢ ¯®±«¥¤¨¥ £®¤»  µ®¤¨² ¢±¥ ¡®-

«¥¥ ¸¨°®ª¨¥ ¯°¨¬¥¥¨¿ ¢ ± ¬»µ ° §«¨·»µ ¥±²¥±²¢¥»µ  ³ª µ.

�±®¢®© ®¡º¥ª² ½²®© ²¥®°¨¨ | ±«³· ©»¥ ®¤®°®¤»¥ ¬®¦¥±²¢ 

  £° ´ µ, °¥¸¥²ª µ, £°³¯¯ µ, ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ±²¢ µ. �§³-

· ¾²±¿ £«®¡ «¼»¥ ±¢®©±²¢  ² ª¨µ ¬®¦¥±²¢ (¯°®¡«¥¬  ±¢¿§®±²¨,

±² ²¨±²¨ª  ®£° ¨·¥»µ ª®¬¯®¥² ¨ ².¯.). �¤¥±¼ ¬» ° ±±¬®²°¨¬

«¨¸¼ ®¤³ § ¤ ·³ | ¯¥°ª®«¿¶¨®³¾ § ¤ ·³ ³§«®¢   ª¢ ¤° ²®©

°¥¸¥²ª¥.

�¡®§ ·¨¬ ¬®¦¥±²¢® ³§«®¢ ª¢ ¤° ²®© °¥¸¥²ª¨ Z

2

·¥°¥§ V;  

¬®¦¥±²¢® °¥¡¥° ·¥°¥§ E: � °  v

1

; v

2

2 Z

2

¥±²¼ °¥¡°®, (v

1

; v

2

) 2 E,

²®«¼ª® ¥±«¨ jjv

1

� v

2

jj = 1: �  ¬®¦¥±²¢¥ ³§«®¢ (¢¥°¸¨) V ° ±±¬®-

²°¨¬ ¥§ ¢¨±¨¬®¥ ¡¥°³««¨¥¢±ª®¥ ±«³· ©®¥ ¯®«¥. �²® § ·¨², ·²®

ª ¦¤®© ¢¥°¸¨¥ v 2 V ¯°¨¯¨±   ±«³· © ¿ ¢¥«¨·¨ , ¯°¨¨¬ -

¾¹ ¿ § ·¥¨¿ +1;�1 ¨ ¢±¥ ½²¨ ±«³· ©»¥ ¢¥«¨·¨» ¥§ ¢¨±¨¬».

�°®±²° ±²¢®¬ ½«¥¬¥² °»µ ¨±µ®¤®¢ ¡³¤¥² 
 =

Q

v2V

f+1;�1g:�°®-

¨§¢®«¼³¾ ²®·ª³ ¨§ 
 ¬» ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ª®´¨£³° ¶¨¥© ¨ ®¡®§ -

· ²¼ ·¥°¥§ ! = f!(v)g

v2V

: � ª ·¥±²¢¥ �- «£¥¡°» � ¡³¤¥¬ ° ±±¬ -

²°¨¢ ²¼ �- «£¥¡°³, ¯®°®¦¤¥³¾ ¶¨«¨¤°¨·¥±ª¨¬¨ ¬®¦¥±²¢ ¬¨ ¢


 :

f! : !(v

1

) = e

1

; !(v

2

) = e

2

; : : : ; !(v

n

) = e

n

g; v

i

2 V; e

i

= �1:

�¥°®¿²®±² ¿ ¬¥°    (
;�) § ¤ ¥²±¿ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¬¥°

P = P

p

=

Y

v2V

�

v

;

£¤¥ �

v

| ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ±«³· ©®© ¢¥«¨·¨»,  µ®¤¿¹¥©±¿ ¢ ¢¥°-

¸¨¥ v:

�

v

(!(v) = +1) = p; �

v

(!(v) = �1) = 1� p = q:
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�¯° ¦¥¨¥ 1. �®¢²®°¨¢ ° ±±³¦¤¥¨¿, ¯°®¢¥¤¥»¥ ¯°¨ ¯®-

±²°®¥¨¨ ±µ¥¬» �¥°³««¨ (±¬. «¥ª¶¨¾ 2), ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ¬¥°  P

®¯°¥¤¥«¥  ª®°°¥ª²®.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1. �¢¿§»¬ ¯³²¥¬ ¤«¨» n   °¥¸¥²ª¥ Z

2

 -

§»¢ ¥²±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¢¥°¸¨ (v

1

; v

2

; : : : ; v

n+1

); v

i

2 V; ² -

ª ¿, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® i = 1; : : : ; n ¯ °  (v

i

; v

i+1

) ®¡° §³¥² °¥¡°®:

(v

i

; v

i+1

) 2 E: �³²¼  §»¢ ¥²±¿ ± ¬®¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¬±¿, ¥±«¨ ¢±¥

v

i

° §«¨·».

�±«¨ !(v) = +1, ²® ¢¥°¸¨³ v  §®¢¥¬ § ¿²®©, ¥±«¨ ¦¥ !(v) =

�1; ²® ±¢®¡®¤®©.

�¯°¥¤¥«¥¨¥ 2. �« ±²¥°®¬ W (v) § ¿²®© ¢¥°¸¨» v  §®-

¢¥¬ ¬®¦¥±²¢® § ¿²»µ ³§«®¢ v

0

2 V; ¤®±²¨¦¨¬»µ ¨§ v ¯® ±¢¿§»¬

¯³²¿¬ (v; v

1

; v

2

; : : : ; v

k

; v

0

); ±®±²®¿¹¨¬ ²®«¼ª® ¨§ § ¿²»µ ³§«®¢.

�®«¨·¥±²¢® ³§«®¢ ¢ ª« ±²¥°¥ W (v) ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ jW (v)j.

�®§¬®¦¥ ±«³· ©, ª®£¤  jW (v)j = 1: �« ±²¥° | ½²® ±«³· ©»©

®¡º¥ª².

�¤¨ ¨§ £« ¢»µ ¢®¯°®±®¢ ¢ ²¥®°¨¨ ¯¥°ª®«¿¶¨¨ | ° ±¯°¥¤¥«¥-

¨¥ ° §¬¥°  ª« ±²¥°  jW (v)j: �±®¡»© ¨²¥°¥± ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¢¥°®-

¿²®±²¼ ¯°®± ·¨¢ ¨¿   ¡¥±ª®¥·®±²¼ (¨«¨ ¯¥°ª®«¿¶¨¨):

�

p

(v) = P

p

fjW (v)j =1g:

�±®, ·²® ¥±«¨ p = 0; ²® �

0

(v) = 0: �±«¨ ¦¥ p = 1; ²® �

1

(v) = 1: �±«¨

0 < p < 1; ²® 0 � �

p

(v) < 1:

�¯°¥¤¥«¨¬ ª°¨²¨·¥±ª³¾ ¢¥°®¿²®±²¼ p

c

:

p

c

= supfp 2 [0; 1] : �

p

(v) = 0g:

�®±ª®«¼ª³ ¬¥°» �

v

®¤¨ ª®¢» ¤«¿ ¢±¥µ v; ²® ª°¨²¨·¥±ª ¿ ¢¥°®¿²-

®±²¼ p

c

¥ § ¢¨±¨² ®² v: �±®¢®© ¶¥«¼¾  ±²®¿¹¥© «¥ª¶¨¨ ¿¢«¿-

¥²±¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±«¥¤³¾¹¥£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿.

�¥®°¥¬  1. �«¿ ¯¥°ª®«¿¶¨®®© § ¤ ·¨ ³§«®¢   ª¢ ¤° ²®©

°¥¸¥²ª¥

1=3 � p

c

� 6=7;

²® ¥±²¼ ¯°¨ p < 1=3 ¤«¿ «¾¡®© ¢¥°¸¨» v ª« ±²¥° W (v) ª®¥·¥ ±

¢¥°®¿²®±²¼¾ 1,   ¯°¨ p > 6=7 ¢¥°¸¨  v ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¡¥±ª®¥·-

®¬³ ª« ±²¥°³ ¨§ § ¿²»µ ¢¥°¸¨ ± ¯®«®¦¨²¥«¼®© ¢¥°®¿²®±²¼¾.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � §®¡¼¥¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®© ²¥®°¥¬»  

¤¢  ½² ¯ . � · «  ¬» ±²°®£® ¤®ª ¦¥¬, ·²® p

c

� 1=3: � «¥¥ ¬»

¯®ª ¦¥¬, ·²® p

c

� 6=7: � ½²®© · ±²¨  ¸¨ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¡³¤³²
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®¯¨° ²¼±¿   £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ «¥¬¬». �²³¨²¨¢® ¨µ ¯®¿²¼ ¥-

²°³¤®, ®¤ ª® ¨µ ±²°®£®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®, ¨§«®¦¥®¥,  ¯°¨¬¥°,

¢ ª¨£¥ �¥±²¥ , ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±³¹¥±²¢¥»¥ ²°³¤®±²¨ (¥ ¢¥°®-

¿²®±²»¥), ¨ ¬» ¥£® §¤¥±¼ ¯°®¢®¤¨²¼ ¥ ¡³¤¥¬.

�®ª ¦¥¬, ·²® p

c

� 1=3: � ±±¬®²°¨¬ ±®¡»²¨¥ A

n

= A

n

(v); ±®-

±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ±¢¿§»© ¯³²¼ ¡¥§ ± ¬®¯¥°¥±¥·¥¨©

¤«¨» n; ±®±²®¿¹¨© ¨§ § ¿²»µ ¢¥°¸¨ ¨ ¨±µ®¤¿¹¨© ¨§ v: �¡®§ -

·¨¬ ·¥°¥§ b

n

·¨±«® ¢±¥¢®§¬®¦»µ ±¢¿§»µ ± ¬®¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿

¯³²¥© ¤«¨» n, ¨±µ®¤¿¹¨µ ¨§ v:

�¥¬¬  1. �¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿ ®¶¥ª :

b

n

� 4 � 3

n�1

: (11.1)

�¯° ¦¥¨¥ 2. �®ª § ²¼ «¥¬¬³ 1.

�³±²¼ (v; v

1

; v

2

; : : : ; v

n�1

; v

n

) ¥±²¼ ¯³²¼ ¡¥§ ± ¬®¯¥°¥±¥·¥¨© ¤«¨-

» n: �¥°®¿²®±²¼ ²®£®, ·²® ¢±¥ ¥£® ¢¥°¸¨» § ¿²», ° ¢  p

n+1

:

�·¨²»¢ ¿ «¥¬¬³ 1, ¯®«³· ¥¬

P(A

n

) � p

n+1

b

n

�

4

9

(3p)

n+1

: (11.2)

� ¬¥²¨¬, ·²® ±¥¬¥©±²¢® ±®¡»²¨© fA

n

g ¢«®¦¥®¥, ²® ¥±²¼ A

i+1

�

A

i

¤«¿ «¾¡®£® i: �®±ª®«¼ª³

f! : jW (v)j =1g =

1

\

n=1

A

n

(v);

²®

P

p

f! : jW (v)j =1g = lim

n!1

P

p

(A

n

(v)) � lim

n!1

4

9

(3p)

n+1

: (11.3)

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, P

p

f! : jW (v)j = 1g = 0 ¯°¨ p < 1=3: �¥¬ ± ¬»¬

¬» ¤®ª § «¨, ·²® p

c

� 1=3:

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ®¶¥ª¨ ±¢¥°µ³ ° ±±¬®²°¨¬ ¯¥°ª®«¿¶¨®³¾

§ ¤ ·³   ¤°³£®¬ £° ´¥. �®¦¥±²¢® ¢¥°¸¨ (³§«®¢) ¡³¤¥² ²® ¦¥,

Z

2

: �¥¡°  ¦¥ ¡³¤³² ±¢¿§»¢ ²¼ ¢±¥ ¯ °» ¢¥°¸¨, ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³

ª®²®°»¬¨ ¬¥¼¸¥ ¨«¨ ° ¢®

p

2: �» ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ½²³ °¥¸¥²ª³

ª¢ ¤° ²®© ± ¤¢³¬¿ ¤¨ £® «¿¬¨ (®±®¢³¾ °¥¸¥²ª³, ¤«¿ ª®²®°®©

¤®ª §»¢ ¥²±¿ ²¥®°¥¬  1, ¬»  §»¢ ¥¬ ª¢ ¤° ²®©). �°¨²¨·¥±ª³¾

¢¥°®¿²®±²¼ ¤«¿ ½²®© °¥¸¥²ª¨ ¬» ®¡®§ ·¨¬ ~p

c

, ®  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿

  «®£¨·®. �®¢²®°¿¿  ¸¨ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¤«¿ ª¢ ¤° ²®© °¥¸¥²ª¨

± ¤¢³¬¿ ¤¨ £® «¿¬¨, ¬» ¬®¦¥¬ ¤®ª § ²¼, ·²® ~p

c

� 1=7:
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� ±±¬®²°¨¬ ª®ª°¥²®¥ ½«¥¬¥² °®¥ ±®¡»²¨¥ !; ²® ¥±²¼ § ´¨ª-

±¨°³¥¬ ª®´¨£³° ¶¨¾ ¨§ +1 ¨ �1, ¯°¨¯¨± »µ ³§« ¬ °¥¸¥²ª¨ Z

2

:

�¥¬¬  2 (£¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿). �« ±²¥° W (v) ¨§ § ¿²»µ ¢¥°¸¨,

±®¤¥°¦ ¹¨© v; ª®¥·¥ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±³¹¥±²¢³¥²

§ ¬ª³²»© ¯³²¼ ¨§ ±¢®¡®¤»µ ¢¥°¸¨, ®¡º¥¬«¾¹¨© ¢¥°¸¨³ v ¨

² ª®©, ·²® «¾¡»¥ ¤¢¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¥ ¢¥°¸¨» ½²®£® ¯³²¨ ¿¢«¿-

¾²±¿ ±®±¥¤¨¬¨   ª¢ ¤° ²®© °¥¸¥²ª¥ ± ¤¢³¬¿ ¤¨ £® «¿¬¨. (� -

ª®© ¯³²¼ ¬»  §»¢ ¥¬ ±¢¿§»¬ ¢ ±¬»±«¥ ª¢ ¤° ²®© °¥¸¥²ª¨ ±

¤¢³¬¿ ¤¨ £® «¿¬¨.)

�¥¬¬  3 (£¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿). �±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² «¨¸¼ ª®¥·®¥

·¨±«® ª®²³°®¢ (².¥. § ¬ª³²»µ ¯³²¥©), ±®±²®¿¹¨µ ¨§ ±¢®¡®¤»µ

¢¥°¸¨, ®¡º¥¬«¾¹¨µ ¢¥°¸¨³ v ¨ ±¢¿§»µ ¢ ±¬»±«¥ ª¢ ¤° ²®©

°¥¸¥²ª¨ ± ¤¢³¬¿ ¤¨ £® «¿¬¨, ²® ±³¹¥±²¢³¥² ¡¥±ª®¥·»© ª« ±²¥°

¨§ § ¿²»µ ¢¥°¸¨ (±¢¿§»© ¢ ±¬»±«¥ ª¢ ¤° ²®© °¥¸¥²ª¨).

� ¬¥· ¨¥. �« ±²¥° ¢ «¥¬¬¥ 3 ¥ ®¡¿§ ²¥«¼® ±®¤¥°¦¨² ¢¥°-

¸¨³ v:

�®ª § ²¥«¼±²¢® ½²¨µ «¥¬¬ ¬®¦® ¯°®·¨² ²¼ ¢ ª¨£¥ �. �¥-

±²¥  "�¥®°¨¿ ¯°®± ·¨¢ ¨¿ ¤«¿ ¬ ²¥¬ ²¨ª®¢", �., �¨°, 1986. �»

¥£® ®¯³±ª ¥¬.

�¥¬¬  4. �±«¨ p > 6=7; ²® ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ 1 ±³¹¥±²¢³¥² «¨¸¼

ª®¥·®¥ ·¨±«® § ¬ª³²»µ ª®²³°®¢ ¨§ ±¢®¡®¤»µ ¢¥°¸¨, ®¡º¥¬-

«¾¹¨µ v ¨ ±¢¿§»µ ¢ ±¬»±«¥ ª¢ ¤° ²®© °¥¸¥²ª¨ ± ¤¢³¬¿ ¤¨ £® -

«¿¬¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ C

n

| ±®¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²®

±³¹¥±²¢³¥² § ¬ª³²»© ª®²³° ¤«¨» n (¡¥§ ± ¬®¯¥°¥±¥·¥¨©) ¨§

±¢®¡®¤»µ ¢¥°¸¨, ±¢¿§»© ¢ ±¬»±«¥ ª¢ ¤° ²®© °¥¸¥²ª¨ ± ¤¢³¬¿

¤¨ £® «¿¬¨ ¨ ®¡º¥¬«¾¹¨© v. �®£¤ 

P

p

(C

n

) � (1� p)

n+1

R

n

;

£¤¥ R

n

| ·¨±«® ² ª¨µ ª®²³°®¢. �§ ª®¬¡¨ ²®°»µ ±®®¡° ¦¥¨©

«¥£ª® ¯®«³· ¥¬, ·²®

R

n

� n � 8 � 7

n�1

:

� ª¨¬ ®¡° §®¬,

P

p

(C

n

) �

8

49

n(7(1� p))

n+1

:

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨ p > 6=7 ±µ®¤¨²±¿ °¿¤ ¨§ ¢¥°®¿²®±²¥©

1

X

n=1

P(C

n

) <1:
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�¥¯¥°¼  ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ®¤® ¢ ¦®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥. �³±²¼ ¨¬¥¥²±¿

¥ª®²®° ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ±®¡»²¨© C

1

; C

2

; : : : § ¤ »µ   ®¤-

®¬ ¢¥°®¿²®±²®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �¯°¥¤¥«¨¬ ±®¡»²¨¥ fC

n

¡.·.g;

±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®¬, ·²®  ±²³¯¨² ¡¥±ª®¥·® ¬®£® ±®¡»²¨© ¨§ ¯®-

±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ C

n

:

fC

n

¡.·.g =

1

\

n=1

[

k�n

C

k

:

�¥¬¬  5 (�¥¬¬  �®°¥«¿ | � ²¥««¨).

�±«¨

P

P(C

n

) <1; ²® PfC

n

¡.·.g = 0:

�±«¨

P

P(C

n

) = 1 ¨ ±®¡»²¨¿ C

1

; C

2

; : : : ¥§ ¢¨±¨¬», ²®

PfC

n

¡.·.g = 1:

�» ¤®ª ¦¥¬ «¥¬¬³ �®°¥«¿ | � ²¥««¨ ¯®±«¥ § ¢¥°¸¥¨¿ ¤®ª -

§ ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬».

�°¨¬¥¿¿ «¥¬¬³ �®°¥«¿ | � ²¥««¨, ¯®«³· ¥¬, ·²® ± ¢¥°®¿²®-

±²¼¾ 1 ¯°®¨±µ®¤¨² «¨¸¼ ª®¥·®¥ ·¨±«® ±®¡»²¨© C

n

, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,

± ¢¥°®¿²®±²¼¾ 1 ±³¹¥±²¢³¥² «¨¸¼ ª®¥·®¥ ·¨±«® § ¬ª³²»µ ± ¬®-

¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ª®²³°®¢, ®µ¢ ²»¢ ¾¹¨µ v: �¥¬¬  4 ¤®ª §  .

�§ «¥¬¬ 3 ¨ 4 ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨ p > 6=7 ± ¢¥°®¿²®±²¼¾ 1 ±³-

¹¥±²¢³¥² ¡¥±ª®¥·»© ª« ±²¥° ¨§ § ¿²»µ ¢¥°¸¨. � ¯®¬¨¬, ·²®

¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ª« ±²¥° ¿¢«¿¥²±¿ ¬®¦¥±²¢®¬, ±¢¿§»¬ ¢ ±¬»±«¥

ª¢ ¤° ²®© °¥¸¥²ª¨.

�«¿ § ¢¥°¸¥¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬»  ¬ ®±² «®±¼ ¤®ª § ²¼

±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.

�¥¬¬  6. �±«¨ P

p

fjW (v)j = 1g = 0 ¤«¿ «¾¡®© v, ²® ¢¥°®¿²-

®±²¼ ²®£®, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ¡¥±ª®¥·»© ª« ±²¥° ¨§ § ¿²»µ ¢¥°-

¸¨, ° ¢  0:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ±®¡»²¨¥, ±®±²®¿¹¥¥¥ ¢ ²®¬,

·²® ±³¹¥±²¢³¥² ¡¥±ª®¥·»© ª« ±²¥° ¨§ § ¿²»µ ¢¥°¸¨, ¬®¦®

¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ ®¡º¥¤¨¥¨¿ ±®¡»²¨©:

f! : 9 ¡¥±ª®¥·»© ª« ±²¥° g =

[

v2V

f! : jW (v)j =1g:

�¥°®¿²®±²¼ ª ¦¤®£® ±®¡»²¨¿, ±²®¿¹¥£® ¢ ®¡º¥¤¨¥¨¨, ° ¢  0;

±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨ ¢¥°®¿²®±²¼ ®¡º¥¤¨¥¨¿ ° ¢  ³«¾:

P

p

f±³¹¥±²¢³¥² ¡¥±ª®¥·»© ª« ±²¥°g = 0:

� ¢¥°¸ ¥¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 1. �² ª, ¬» ¯®ª § «¨, ·²®

¯°¨ p > 6=7

P

p

f! : ±³¹¥±²¢³¥² ¡¥±ª®¥·»© ª« ±²¥°g = 1:
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�§ «¥¬¬» 6 ±«¥¤³¥², ·²® ±³¹¥±²¢³¥² v; ² ª ¿ ·²®

P

p

fjW (v)j =1g > 0:

�® ª°¨²¨·¥±ª ¿ ¢¥°®¿²®±²¼ ¥ § ¢¨±¨² ®² v ¢ ±¨«³ ¯°®±²° ±²¢¥-

®© ®¤®°®¤®±²¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ¡¥°³««¨¥¢±ª®£® ¯®«¿. �¥¬

± ¬»¬ ¤®ª §   ¢¥°µ¿¿ ®¶¥ª  ¤«¿ ª°¨²¨·¥±ª®© ¢¥°®¿²®±²¨ ²¥®-

°¥¬» 1:

p

c

� 6=7:

�®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬» �®°¥«¿ { � ²¥««¨. �®¡»²¨¿

S

k�n

C

k

¢«®¦¥»¥, ¯®½²®¬³ ¢ ±¨«³ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¢¥°®¿²®±²®© ¬¥°»

PfC

n

¡.·.g = P

�

1

\

n=1

[

k�n

C

k

	

= limP

�

[

k�n

C

k

�

�

� lim

X

k�n

P(C

n

);

®²ª³¤  ¨ ±«¥¤³¥² ¯¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ «¥¬¬».

�±«¨ ±®¡»²¨¿ C

1

; C

2

; : : : ¥§ ¢¨±¨¬», ²® ² ª¦¥ ¥§ ¢¨±¨¬» ¨ ¨µ

¤®¯®«¥¨¿

�

C

1

;

�

C

2

; : : : �®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® N � n

P

�

N

\

k=n

�

C

k

�

=

N

Y

k=n

P(

�

C

k

):

�®½²®¬³

P

�

1

\

k=n

�

C

k

�

=

1

Y

k=n

P(

�

C

k

):

�®±¯®«¼§®¢ ¢¸¨±¼ ¥° ¢¥±²¢®¬

log(1� x) � �x; 0 � x < 1;

¯®«³·¨¬:

log

1

Y

k=n

(1 � P(C

k

)) =

1

X

k=n

log(1� P(C

k

)) �

� �

1

X

k=n

P(C

k

) = �1:

�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ «¾¡®£® n

P

�

N

\

k=n

�

C

k

�

= 0:
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�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²®

PfC

n

¡.·.g = 1:

�¨²¥° ²³° 

�¥±²¥ �. �¥®°¨¿ ¯°®± ·¨¢ ¨¿ ¤«¿ ¬ ²¥¬ ²¨ª®¢. �., �¨°,

1986. �.�. �¥¼¸¨ª®¢ �. �., �®«· ®¢ �. �., �¨¤®°¥ª® �. �.

�¥®°¨¿ ¯¥°ª®«¿¶¨¨ ¨ ¥ª®²®°»¥ ¯°¨«®¦¥¨¿. � ª¨£¥ "�²®£¨  -

³ª¨ ¨ ²¥µ¨ª¨. �¥®°¨¿ ¢¥°®¿²®±²¥©, ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª ¿ ±² ²¨±²¨ª .

�¥®°¥²¨·¥±ª ¿ ª¨¡¥°¥²¨ª ." �., ������, 1986, ². 24, ±. 53-110.
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