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Проблема эргодичности гамильтоновых мно�
гочастичных систем дала толчок к появлению но�
вых дисциплин, таких как эргодическая теория
динамических систем, КАМ�теория и т.д. [12].
Появилось много примеров неэргодичности: ли�
нейные системы, нелинейные с дополнительны�
ми интегралами движения и их возмущения.
Можно было бы ожидать, что типичные гамиль�
тонианы также не дадут эргодичности. Однако,
насколько мы знаем, это все еще трудная откры�
тая проблема с многими частичными результата�
ми, см. [14, 15], и, после более чем вековой исто�
рии эргодической гипотезы, нелишне поискать
альтернативные и более простые подходы к ней. 

Естественно предположить, что любая физи�
ческая система всегда имеет некоторый контакт с
внешним миром. Этот контакт может быть до�
вольно различным по своей широте: 1) любая ча�
стица может иметь контакт с внешним миром или
стохастическое поведение (например, с динами�
кой типа Глаубера); 2) только частицы на границе
могут быть подвержены внешним случайным си�
лам, и т.д. Но тогда естественно спросить: каким
должен быть минимальный контакт, обеспечива�
ющий эргодическое поведение. Возможная новая
формулировка эргодической гипотезы может
быть следующей: для типичного гамильтониана
даже самый минимальный контакт обеспечивает
эргодичность. 

В этой работе и приведен пример такого мини�
мального контакта, который состоит в том, что
только одной выделенной частице разрешен кон�
такт с внешним миром. 

В статьях [7, 8] мы рассматривали частицу, на
которую действовала внешняя случайная сила,
что, при некоторых условиях на эту силу, гаранти�
ровало сходимость к распределению Гиббса. В дан�
ной работе мы предполагаем существенно мень�
шую случайность: выделенная частица подверга�
ется некоторому простому детерминированному
преобразованию (замене знака скорости, очень
популярному в других задачах [2–6]), но в дис�
кретные случайные моменты времени 
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Мера Лиувилля, очевидно, инвариантна относи�
тельно такой динамики на энергетической по�
верхности. Мы доказываем эргодичность такой
системы относительно меры Лиувилля. 

Очень показательно, что это работает для си�
стем, имеющих самое неперспективное, в смысле
эргодичности, поведение – для линейных систем.
Но эргодичность будет не для всех линейных си�
стем, а для почти всех. Это чисто алгебраический
феномен, которого невозможно избежать. Ка�
жется вероятным, что подобный результат дол�
жен иметь место и для типичных нелинейных си�
стем, поскольку считается, что нелинейные си�
стемы имеют более сильное перемешивание, чем
линейные. 

Мы доказываем три результата. Первый из них
содержит информацию о совокупности траекто�
рий процесса с фиксированным начальным со�
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стоянием. Довольно громоздкий нелинейный
анализ динамики на множестве инвариантных
торов показывает, что эта совокупность покрыва�
ет всю энергетическую поверхность. Другие два
доказывают эргодичность, используя тонкие ре�
зультаты теории марковских процессов с непре�
рывным пространством состояний, см., напри�
мер, [9–11]. Перейдем к точным определениям. 

Га м и л ь т о н о в а  д и н а м и к а. Рассмотрим
линейное пространство 

где T означает транспозицию (так что ψ – вектор�
столбец). L может быть представлено в виде пря�

мой суммы L =  ⊕  ортогональных (коорди�
наты и импульсы) пространств размерности N со
стандартным скалярным произведением в �2N:

Мы рассматриваем квадратичные гамильтонианы 

(2)

где матрица V > 0, действующая в �N, предполагает�
ся вещественной и положительно определенной
(поэтому частицы не могут уйти в бесконечность).
Это определяет линейную гамильтонову систему 

(3)

Вводя (2N ×2N)�матрицу 

получаем, что система (3) может быть записана как 

(4)

а ее решение ψ(t) с начальным вектором ψ(0) будет 

Для любого h > 0 определим энергетическую по�
верхность 

которая является гладким компактным многооб�
разием �h коразмерности 1 (эллипсоидом) в L. 

Д о п у с т и м ы е  г а м и л ь т о н и а н ы. Опре�
делим перемешивающее подпространство
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где lV = lV, 1 – подпространство в �N, порожденное
векторами Vke1, k = 0, 1, 2, …, где e1, …, eN – стан�
дартный базис в �N. 

Пусть V – множество всех положительно�
определенных (N × N)�матриц, а V+ ⊂ V – под�
множество матриц, для которых 

(5)

Множество V ∈ V таких, что их собственные значе�

ния, обозначаемые , …, , линейно независи�
мы над полем рациональных чисел, обозначим Vind. 

Л е м м а  1. Множество V+ открыто и всюду

плотно (в топологии ) в V, а множество V+ ∩
∩ Vind является плотным, как в V+, так и в V.

Ку с о ч н о � д е т е р м и н и р о в а н н ы й  п р о �
ц е с с. Предположим, что в моменты времени (1)
происходит следующее детерминированное пре�
образование I: L → L, все qk, pk остаются неизмен�
ными, кроме p1, у которого меняется знак 

Между этими моментами система движется со�
гласно гамильтоновым уравнениям (3). При этом,
например, можно рассматривать L как фазовое
пространство N одинаковых точечных частиц на
�, с массой m = 1, и где вещественные числа qi, pi –
их координаты и импульсы. Тогда преобразова�
ние I можно интерпретировать как упругое столк�
новение частицы 1 со стенкой. Альтернативно,
взяв dN вместо N, можно представлять N частиц в
Rd, где только одна координата скорости частицы
1 меняет знак. Отражения относительно любой
гиперплоскости в Rd можно рассмотреть анало�
гично. 

Для данной последовательности (1) динамика
нашего процесса для tm ≤ t < tm + 1 определяется как

где τ1 = t1, τ2 = t2 – t1, …, τm = tm – tm – 1, … Для любого
t ≥ 0 определим линейные отображения L → L 

Ясно, что �h инвариантно относительно J(t) для
любого h > 0 и t > 0. Для любого ψ ∈ L и любого це�
лого m ≥ 1 определим множество состояний 

в которые система может попасть в момент m�й
замены знака. 

Те о р е м а  1. Предположим, что V ∈ V+ ∩ Vind,
тогда существует m ≥ 1 такое, что для любого ψ ∈ L 
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Случайность вводится следующим предполо�
жением. 

П р е д п о л о ж е н и е. Случайные величины 

предполагаются независимыми, положительны�
ми, одинаково распределенными с конечным
первым моментом Eτ1 < ∞ и мерой dν = ρ(s)ds, где
плотность ρ (относительно меры Лебега ds) поло�
жительна везде на R+. 

Обозначим π (нормированную) меру Лиувил�
ля на энергетической поверхности. Хорошо из�
вестно, что π инвариантна относительно гамиль�
тоновой динамики и относительно преобразова�
ния I. 

Те о р е м а  2. Пусть V ∈ V+ ∩ Vind. Тогда при
условии A0 для любого начального ψ(0) и любой из�
меримой ограниченной вещественной функции f на
�h имеет место сходимость почти наверное 

Оказывается, что для вложенной цепи Марко�
ва ψk = ψ(tk) можно доказать более сильную схо�
димость. Обозначим через Σ борелевскую σ�ал�
гебру на �h, и пусть P n(ψ, B) – переходная веро�
ятность (в этой марковской цепи с дискретным
временем) попасть из точки ψ в множество A ∈ Σ
за n шагов. 

Те о р е м а  3. Марковская цепь ψn эргодична,
т.е. при n → ∞

равномерно по ψ = ψ0. 
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