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Линейные гамильтоновы системы всегда были
интересным объектом для изучения (см., напри'
мер, [1, 2]), в том числе и в неравновесной стати'
стической механике (см. [3, 4] и другие ссылки
там). Для замкнутых линейных систем говорить о
сходимости к инвариантной мере Гиббса бес'
смысленно – инвариантные торы дают множе'
ство инвариантных мер, не имеющих ничего обще'
го с мерой Гиббса. Однако если даже только одна
степень свободы (из N возможных) находится в не'
посредственном контакте с внешним миром (под'
вергается внешнему случайному воздействию), си'
туация радикально меняется. Инвариантные под'
пространства и торы перемешиваются динамикой
и сходимость к единственной (инвариантной) ме'
ре становится типичным свойством. Эта инвари'
антная мера будет мерой Гиббса, если внешняя
сила является белым шумом (который не имеет
памяти во времени). Если же внешняя сила имеет
корреляции во времени, то будет сходимость к
некоторой мере, которая в типичном случае не
будет мерой Гиббса. Последнее верно как для си'
стем с конечным числом степеней свободы, так и
(в термодинамическом пределе) для степеней сво'
боды, так и (в термодинамическом пределе) для
степеней свободы, расположенных (бесконечно)
далеко от места контакта с внешним миром. Пере'
ходим теперь к точным формулировкам.

О п р е д е л е н и я. Рассмотрим фазовое про'
странство с N степенями свободы
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(T – транспозиция; таким образом, ψ – вектор'
столбец) со скалярным произведением (ψ, ψ')2 =

= . Оно разлагается в прямую сумму

(1)

ортогональных подпространств координат и им'
пульсов с индуцированными скалярными произ'
ведениями (q, q')2 и (p, p')2 соответственно. Мы
выделяем 1 ≤ m ≤ N степеней свободы

и рассматриваем динамику, определяемую систе'
мой 2N стохастических дифференциальных урав'
нений

(2)

где k = 1, 2, …, N, V = (V(k, l)) – положительно опре'

деленная (N × N)'матрица,  = 1 при k > N – m и

 = 0 при k ≤ N – m. Это означает, что только

степени свободы из выделенного множества Λ(m)

(мы будем называть это множество границей Λ)
подвергаются диссипации (определяемой мно'
жителем α > 0) и внешним силам. Удобно ввести
2N'вектор Ft так, что его компоненты Ft, k = 0, k ≤
≤ 2N – m, а для k > 2N – m процессы Ft, k являются
независимыми копиями некоторого гауссовского
стационарного процесса ft.

Если α = 0, ft = 0, то система (2) будет линейной
гамильтоновой системой с квадратичным гамиль'
тонианом

(3)
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Заметим, что распределение Гиббса, соответству'
ющее гамильтониану (3),

(4)

будет гауссовым вектором, а его ковариация в (2 × 2)'
блочной форме, соответствующей разложению (1),
имеет вид

(5)

В векторной форме система (2) имеет вид

(6)

где E – единичная (N × N)'матрица, D – диаго'
нальная (N × N)'матрица с Dk, k = 1, k = N – m +
+ 1, …, N и Dkk = 0, k ≤ N – m.

И н в а р и а н т н ы е  п о д п р о с т р а н с т в а.
Определим подмножество фазового простран'
ства L

Обозначим ei N'вектор'столбцы со всеми нуле'
выми компонентами, кроме i'й, равной единице.

Л е м м а  1. 1. L– является линейным подпро#

странством L и L– = , где

lV – подпространство RN, порожденное векторами
Vkei, i = N – m + 1, …, N; k = 0, 1, … Кроме того, L–

и его ортогональное дополнение L0 инвариантны
относительно оператора A.

2. Спектр ограничения A– оператора A на подпро#
странство L– принадлежит левой полуплоскости, и

 → 0 при t → ∞ экспоненциально быстро.
К л а с с ы  г а м и л ь т о н и а н о в. Для любого

N определим HN как класс всех гамильтонианов ви'
да (3) с положительно определенной матрицей V.

Размерность этого множества dimHN = ,

что совпадает с размерностью множества симмет'
рических матриц V. Действительно, возьмем не'
которую положительно определенную матрицу V,
например диагональную. Тогда матрица V + V1,
где V1 симметрична и имеет достаточно малые
элементы, будет положительно определенной.

В более общем виде, пусть Γ = ΓN – связный
(ненаправленный) граф с N вершинами, i = 1,
2, …, N, причем каждую пару вершин (i, j) соеди'
няет не более одного ребра, и предполагается, что
все пары (i, i) являются ребрами Γ. Пусть HΓ –
множество положительно определенных V, таких
что V(i, j) = 0, если (i, j) не является ребром Γ. Та'
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кой же аргумент показывает, что размерность
множества HΓ равна числу ребер графа Γ. Заме'
тим, что HN = HΓ в случае полного графа Γ с N вер'
шинами. В частности, можно рассматривать граф Γ
= Γ(d, Λ) с множеством вершин – кубом d'мерной
решетки

и ребрами (i, j), |i – j | ≤ 1.
Будем говорить, что некоторое свойство имеет

место почти для всех гамильтонианов из HΓ, если

множество , где это свойство выполняется,
открыто и всюду плотно.

Л е м м а  2. Для всех Γ, определенных выше, и по#
чти всех H ∈ HΓ будет dimL0 = 0.

В н е ш н и е  с и л ы. Внешняя сила ft предпо'
лагается стационарным гауссовым процессом с
нулевым средним. Среди них есть процесс без па'
мяти – гауссовский обобщенный процесс с неза'
висимыми значениями – белый шум с ковариаци'
ей Cf(s) = σ2δ(s). Другие процессы, которые мы бу'
дем здесь рассматривать – процессы с памятью –
стационарные гауссовские процессы с нулевым
средним и ковариацией Cf(s) = . Мы будем
предполагать, что они имеют непрерывные тра'
ектории и интегрируемую ковариацию. Для всех
этих процессов известно, что решение системы
(6) с произвольным начальным вектором ψ(0) су'
ществует на всем промежутке времени, един'
ственно и равно

(7)

Для завершенности результатов иногда мы пред'
полагаем, что Cf принадлежит пространству Швар'
ца S. Тогда и спектральная плотность процесса

принадлежит пространству S.
Мы будем говорить, что некоторое свойство

выполняется почти для всех Cf из класса S, если
множество S(+), где оно выполняется, является
открытым и всюду плотным подмножеством про'
странства Шварца.

К о н е ч н ы е  с и с т е м ы. Используя (5), по'
ложим CG = CG, 2α. Фиксируем связный граф Γ с
N > 1 вершинами.

Те о р е м а 1. Пусть ft либо белый шум, либо
имеет непрерывные траектории и интегрируемую
ковариацию. Тогда для почти всех гамильтонианов
H ∈ HΓ имеет место :

1) существует случайный гауссовский (2N)'век#
тор с нулевым средним ψ(∞), такой что для любых
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начальных условий ψ(0) распределение ψ(t) сходит#
ся при t → ∞ к распределению ψ(∞);

2) более того, для самого процесса ψ(t) имеет
место

(8)

где

(9)

С л е д с т в и е  1. Если ft – белый шум с дисперси#
ей σ2, то вектор ψ(∞) имеет распределение Гиббса
(4) с температурой

Последний результат для m = 1 был доказан в
[6]. Из (8) следует и другое полезное выражение

для Cψ = Cψ(∞)(0) в терминах спектральной плот'
ности a(λ) и резольвенты A

Те о р е м а  2. Пусть N ≥ 2 и фиксируем граф Γ
и некоторый H ∈ HΓ с L0 = {0}. Тогда имеют место
следующие утверждения:

1) для любого Cf ∈ S в предельном распределении
нет корреляций между координатами и скоростя#
ми, т.е. Cψ(qi, pj) = 0 для любых i, j;

2) для почти всех Cf ∈ S существуют ненулевые
корреляции между скоростями, т.е. Cψ(pi, pj) ≠ 0 для
некоторых i ≠ j. Поэтому предельное распределение
не будет гиббсовским.

Б о л ь ш и е  N. Более интересно доказать, что
сходимость к гиббсовской мере невозможна даже
в точках бесконечно далеко от границы в термо'
динамическом пределе N → ∞. Следующий ре'
зультат сводит (для больших N) вычисление мат'
рицы Cψ к вычислению более простой матрицы

где  – единственный положительный корень
из V. Интересно отметить, что CV также является
инвариантной мерой по отношению к чистой (т.е.
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V

при α = 0, Ft = 0) гамильтоновой динамике, а в
случае белого шума соответствует мере Гиббса.

Пусть задан некоторый связный граф Γ с мно'
жеством вершин Λ, |Λ| = N, и границей Λ(m). Рас'
стоянием r(i, j) между вершинами i и j на графе на'
зовем наименьшую длину (число ребер) путей
между ними. Далее мы предполагаем V γ'локаль'
ным на Γ, т.е. V(i, j) равно нулю, если r(i, j) > γ.
Пусть η ≥ lnm.

Те о р е м а  3. Для почти всех H ∈ HΓ предельная
матрица ковариаций допускает разложение

где YV – остаточный член, малый в следующем
смысле: если V является γ'локальным и таким, что

||V ||∞ =  ≤ B для некоторого B > 0, и ес#

ли Сf(t) имеет ограниченный носитель, т.е. Сf(t) =
= 0 при |t | > b, то для любой пары i, j, далекой от
границы, т.е. на расстоянии r(i, Λ(m)), r( j, Λ(m)) >
> η(N), имеет место оценка

для некоторых констант K0 = K(b, B, α, γ), K = K(b,
B, α, γ), не зависящих от N. Для произвольного же
Сf ∈ S оценка имеет вид

для всех k > 0 и некоторых констант ||V–1 ||∞С(k) =
= C(k, b, B, α, γ).

Из этой теоремы можно извлекать разные
следствия относительно термодинамического
предела. Например, фиксируем a(λ) ∈ S, а также
некоторый связный граф Γ∞ с множеством вер'
шин Λ∞, и рассмотрим возрастающую последова'
тельность Γ1 ⊂ Γ2 ⊂ … ⊂ Γn ⊂ … подграфов, таких
что Γ = ∪Γn. Пусть Λn – множество вершин Γn (мы
считаем, что подграф с заданным множеством
вершин наследует все ребра графа Γ между этими
вершинами), Nn =  и предположим, что зада'

ны также границы , причем m = m(n) = o(Nn).
Фиксируем также некоторый γ'локальный поло'
жительно определенный оператор V с ||V ||∞ ≤ B.
Обозначим через Vn ограничение V на Λn. Заметим,
что условие L0(Vn) = {0} может не выполняться.

Однако существует последовательность поло'
жительно определенных операторов , таких что

L0 = L0( ) = {0} для всех n и ||Vn – ||∞ → 0 при

n → ∞. Обозначим через  предельную матрицу

ковариаций для .
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Те о р е м а  4. Если для всех i, j ∈

∈ Γ∞ существует предел  = V–1(i, j) и

||V–1 ||∞ < ∞, то термодинамический предел  =

=  существует, но не является гиббсов#

ским. Точнее, (pi, pj) ≠ 0 для любых двух вершин

i ≠ j в Λ∞, таких что a( )(i, j) ≠ 0 и таких что, на#

чиная с некоторого n, имеет место r(i, ), r( j,

) ≥ lnm(n).
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