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О МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ СЕТЕЙ ОБСЛУЖИВАНИЯ

Теория очередей как область теории вероятностей имеет классические поста-
новки задач и сложившийся математический аппарат. В этом кратком обзоре
прослеживаются ее связи с другими областями математики и другими приклад-
ными задачами.

1. Введение

Начиная со знаменитой статьи Эрланга [1] теория очередей воспринимается как
область теории вероятностей, однако помимо математического содержания теория
очередей имеет свою интуицию и идеологию. Поэтому можно говорить о взаимном
влиянии математики и теории очередей друг на друга. Без математики не было бы
теории очередей, а без теории очередей вряд ли так быстро развились некоторые
области математики. Основные математические подходы к теории очередей и ее
связи с такими областями, как, например, теория надежности, хорошо известны и
вошли в учебники. Здесь кратко описываются в доступной форме менее известные
связи теории очередей с другими областями математики и важными прикладными
областями.

Проблема связи математики с приложениями только одна: рекламируемая прак-
тическая бизнес-полезность математической работы обычно обратно пропорцио-
нальна ее математическим достоинствам. Однако это вовсе не значит, что матема-
тикам не надо вникать в практическую суть проблемы. Прежде всего, это надо для
самой математики (нельзя вариться в собственном соку), кроме того, при участии
математиков возникают формальные языки, качественные и количественные мето-
ды, которые затем перевариваются для практических нужд. Сети обслуживания
(очередей, связи и т.д.) встречаются в таком числе прикладных задач, что есте-
ственно искать математический язык для их описания, не привязанный ни к какой
прикладной задаче. Такая цель в полном объеме, конечно, не выполнима, так как
каждая область имеет свою индивидуальность, но частично объединяющий язык
должен быть.

Теория очередей начинается с простейшей ситуации, когда за малое время dt в
очередь длины n прибывает одно требование с вероятностью �ndt и убывает (обслу-
живается) одно требование с вероятностью �ndt, n > 0, что соответствует простому
неоднородному случайному блужданию на Z+. Положение точки в момент t соот-
ветствует длине очереди. Однако если требования перенумеровать в порядке по-
ступления, то возникают новые задачи, связанные, например, с временем ожидания
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требований. И ответ будет зависеть от дисциплины обслуживания. Привычными
и банальными (что не означает, конечно, простоты этих задач) обобщениями этой
ситуации является замена экспоненциальных распределений на более общие.

С математической точки зрения все задачи теории очередей можно разделить
на три большие группы: 1) классика теории очередей – одна очередь, примерами
недавних больших исследований являются [2–4], уже эти работы показывают ма-
тематическое богатство одноканальных систем, а работ в действительности много
больше, 2) малое число очередей или узлов обслуживания, 3) большое число узлов
обслуживания, по которым циркулирует большое число требований.

Внутри этих классов должна быть классификация соответственно структуре се-
тей, дисциплинам обслуживания и тому, что в технике связи называется протоко-
лами.

2. Малые системы

Это значит, что число S типов требований и число N очередей невелики, так что
не надо делать предельные переходы N , S → ∞. Для удобного описания множества
частных случаев можно использовать привычные математику языки. Так, N очере-
дей с одним типом требований удобно описывать на языке случайных блужданий в
ортанте ZN

+ . Состоянием системы является целочисленный вектор (n1, . . . , nN ) ∈ ZN
+

длин очередей. Любой переход

(n1, . . . , nN) → (n′

1, . . . , n
′

N)

может быть проинтерпретирован на языке очередей. Например, для N = 2 переходы

(n1, n2) → (n1 + 1, n2 + 1), (n1, n2) → (n1 − 1, n2 − 1)

означают одновременное поступление (обслуживание) в каждой из очередей. Ма-
тематические подходы к таким блужданиям разбиваются на две четко очерченные
области: аналитические методы и качественные вероятностные методы.

Явные решения – обратимость. Для изучения простого одномерного блуждания
на Z+ можно использовать его обратимость. Понятие обратимости и его обобщения
были использованы для построения интересных модельных примеров для S, N > 1,
см. [5–7].

Явные решения – задача Римана-Гильберта и алгебра очередей. Для одной оче-
реди с одним типом требований и независимыми поступлениями в середине про-
шлого века был очень популярен подход, связанный с граничной задачей Римана-
Гильберта или уравнениями Винера-Хопфа.

Однако до работ автора не было никаких продвижений для двухканальных сис-
тем. Здесь возникло два разных подхода. Первый основан на исследовании урав-
нений для производящих функций в комплексной области. Этот метод позволил
многое, если не все, понять для простых блужданий в Z2

+. И, главное, понять поче-
му есть такая разница между одной и двумя очередями. Именно этот случай явился
лабораторией для получения информации о размерности, большей 1. А точнее, были
рассмотрены задачи явного нахождения стационарных вероятностей, их асимптоти-
ка, большие уклонения, граница Мартина, скорость сходимости к равновесию, см.
обзор [8], книги [9, 10], а также статьи [11–13].

Второму аналитическому подходу в одноканальной ситуации соответствует фак-
торизационное тождество Спицера, работы Кингмана-Венделя и др. В больших раз-
мерностях пока единственно возможным является использование рекуррентной про-
цедуры факторизации операторных функций со значениями в алгебрах теплицевых
или подобных операторов, см. обзор [8], что сводит задачу к решению уравнений
вида (1 +K)f = g, где K – компактный оператор.
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Однако никакие аналитические методы не позволяют получать качественной ин-
формации в размерности 3 и выше, хотя и дают процедуру численного решения.

Функции Ляпунова и динамические системы. Для получения качественной ин-
формации – условий эргодичности, устойчивости, т.е. непрерывной или аналитиче-
ской зависимости от параметров, больших уклонений, хорошо приспособлен вероят-
ностный подход, основанный на геометрической идее построения функции Ляпуно-
ва. Эта идея идет как от функций Ляпунова для обыкновенных дифференциальных
уравнений, так и от критерия Фостера эргодичности счетной цепи Маркова, см. вве-
дение в эти методы в [14]. Однако теория пошла гораздо дальше. Если построение
функций Ляпунова в размерности 2 и 3, а также для частных случаев произвольной
размерности [16] геометрично и достаточно просто [15], то уже в размерности 4 это
потребовало развития специальной теории. Такая теория была предложена в [17].
Она основана на соответствии между случайными блужданиями в N -мерном ортан-
те и детерминированными динамическими системами на сфере размерности N − 2.
Это и позволило получить полную классификацию для блужданий в Z4

+, см. [18], ис-
пользуя классификацию Пуанкаре-Бендиксона динамических систем на двумерной
сфере.

Задача о больших уклонениях в двумерном случае в нестационарном режиме
также доступна вероятностным методам, см. [19].

Несколько типов. Если есть S > 1 типов требований, то все очень сильно зависит
от дисциплины обслуживания. Например, ситуация, когда есть две очереди и два
типа требований, одно из которых имеет абсолютный приоритет, сводится к блуж-
данию в Z4

+, где есть полная классификация. Однако уже случай N = 1, S > 1 с
дисциплинами FIFO или LIFO не сводится к блужданиям. Здесь очередь является
словом из S символов, т.е.

� = s1 . . . sn, si ∈ {1, . . . , S}.(1)

При дисциплинах LIFO и FIFO может приходить и уходить s1 или sn. При бо-
лее сложных протоколах обслуживаемое требование может случайно выбираться из
очереди. При параллельных вычислительных процедурах часть слова, т.е. некото-
рое подслово, может заменяться на другое слово. Поэтому естественное обобщение
приводит к понятию случайной грамматики.

Случайная грамматика определяется множеством слов (1) и множеством допу-
стимых подстановок 
i → �i, i = 1, . . . , R для некоторых слов 
i, �i малой длины.
Дисциплине LIFO соответствует так называемая линейная грамматика. Теория слу-
чайных грамматик была построена в [21–27].

3. Большие сети

Слово “сети” содержит в себе слишком много разных моделей. Какие модели и
какие задачи для них считать связанными с теорией очередей? Там, где возникает
проблема пробок, или более общо, временные задержки и перебои с функциониро-
ванием. А пробки и задержки возникают не только в очередях, сетях связи, но и на
автодорогах, вычислительных сетях и даже в живом организме.

К большим сетям относятся все задачи и результаты, где N → ∞. Отсюда тесная
связь с задачами статистической физики, где частицы (которые можно трактовать
как пакеты, требования, машины и т.д.) движутся от узла к узлу по некоторым
законам. Чрезвычайно популярны так называемые процессы с запретами (exclusion
processes). В них в каждом узле может быть не более одной частицы, причем ча-
стица прыгает с некоторой интенсивностью в один из соседних узлов, если он пуст.
Эти процессы моделируют явления во многих прикладных областях, см. последние
ссылки в обзоре [28]. Хорошо изучены они пока только на одномерной решетке Z,
см. однако модель течения жидкости в трубе в [29].
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Сейчас приведем несколько моделей больших сетей. Основная их цель не кон-
кретное практическое применение, а выявление качественных эффектов, которые
могут возникнуть в более сложных системах.

Имеется цепочка обслуживающих приборов, занумерованных числами от −N
до N . В дискретные моменты времени на каждый прибор независимо поступает
требование с вероятностью p. Каждая из этих 2N + 1 очередей обслуживается в
дискретные моменты с вероятностью �, если оба соседних прибора заняты, и с ве-
роятностью �′ в остальных случаях. Если � = �′, то приборы работают независимо
и условие эргодичности p < �. Для случая � ∕= �′ в [30] получены условия эргодич-
ности, равномерные по N .

Есть два естественных способа передачи сообщений в сети. В первом (circuit-
switching или коммутация каналов) для всего сообщения выделяется на время опре-
деленный канал, т.е. путь на графе. Во втором (packet-switching или коммутация
пакетов [31]) сообщение разбивается на куски (пакеты), которые далее идут к полу-
чателю независимо по разным путям. Второй способ сейчас является основным, но
математически менее изучен.

Простейшая сеть типа circuit-switching определяется так. На каждую верши-
ну v графа G с некоторой интенсивностью приходят потоки требований (v, 1), . . .
. . . , (v, n), . . . , каждому из которых приписан маршрут, т.е. путь Γn(v, vn) из v в неко-
торую другую вершину vn, а также случайное время его обслуживания S(Γn(v, vn)).
В [32] получены примеры условий эргодичности для таких систем, равномерные по
размеру графа G.

В [33] рассматривается сеть с потерями и circuit-switching дисциплиной на гра-
фе G. Каждое ребро l графа имеет некоторую пропускную способность ℎ(l). Каж-
дое приходящее требование на маршрут Γ, состоящий из последовательности ребер
l1, l2, . . . , lk, забирает некоторую часть пропускной способности на каждом из этих
ребер. Новое требование теряется, если на каком-то из его ребер пропускной спо-
собности не хватает. Получены формулы для вероятностей потери требования в
условиях малой нагрузки.

В [34] рассматриваются сети с потерями другого типа. Именно, требование при-
бывает в вершину v некоторого графа и обслуживается, если вершина свободна с
интенсивностью �, а если эта вершина занята, то требование по некоторому алго-
ритму (маршрутизации) переправляется в другую вершину v′, где обслуживается с
меньшей интенсивностью �(v, v′) < � либо теряется, если v′ также занята. Много
оптимизационных задач по сетям с потерями рассматривается в [35].

Для больших сетей есть много общих глобальных проблем. К таковым относит-
ся например известная проблема о пуассоновости потоков в больших сетях. Этой
задаче посвящена серия работ Рыбко, Шлосмана, Владимирова [36–39] и др. (см.
ссылки в этих работах). Основные модели в этих работах основаны на известном в
статистической физики приближении среднего поля.

Локальные сети и вычислительные системы. При параллельных вычислениях
большую роль играет синхронизация работы разных процессоров. В [40] рассматри-
вается такая модель, возникшая для обоснования некоторых экспериментов в AT&T
Bell Labs. Обзор других вероятностных моделей см. в [41].

Автодороги и другие транспортные сети. Представим сеть улиц в виде графа, где
вершины – перекрестки, ребра – улицы. Пусть будет N перекрестков и M машин.
Заданы средние времена ожидания �−1

i на перекрестке i и матрица “вероятностей”
P = (pij) того, куда едет машина от перекрестка i – прямо, налево, направо. После
ожидания они немедленно попадают на другой перекресток. В [42] рассматривается

асимптотика M,N → ∞ причем предел lim
M

N
= � существует. Дан метод нахожде-

ния �cr такого, что при � > �cr хотя бы на одном перекрестке будет пробка.
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Надо решить уравнение маршрутизации

�P = �

и ввести относительные интенсивности использования перекрестков и их эмпириче-
скую меру

ri = CN

�i

�i

, CN = max
�i

�i

,

IN (A) =
1

N
#{i : ri ∈ A ⊂ [0, 1]}.

Тогда

�cr = lim
z→1−

ℎ(z), ℎ(z) =

1∫

0

r

1− rz
dI(r).

Пока не решенная задача – учет времени движения машин от перекрестка к пере-
крестку. Оптимизировать движение без перестройки дорог можно влияя на матрицу
маршрутизации P так, чтобы сделать �cr максимальным.

Химические и биологические сети. Математических моделей передачи локаль-
ной и глобальной информации в живом организме известно мало. Основой функ-
ционирования организма являются химические и электрические сети. Химическая
сеть состоит из многих подсетей химических реакций, сконцентрированных в ком-
партментах, например клетках или ее частях. Компартменты связаны между собой.
Стандартные математические модели функционирования химической сети в одном
компартменте – классическая химическая кинетика, химическая термодинамика,
микромоделью которых является стохастическая химическая кинетика. Это модели
типа среднего поля, см. [7, 43, 44] и ссылки в этих работах.

Для изучения взаимодействий между разными компартментами вводится транс-
порт между ними. Одна из задач теории сетей – как ведут себя внутренние потоки в
сети, если входы сильно флуктуируют. Этот вопрос был разобран в [45] на примере
сетей химических реакций, где доказано, что флуктуации в данном узле убывают в
зависимости от расстояния узла от множества входных узлов.

Нейронные сети. Теория нейронных сетей чаще всего рассматривается как мо-
дель для обучения и дальнейшего распознавания. Литература по ним огромна, как
математическая, физическая так и вычислительная, см. [46–48]. Однако конкретные
электрические сети в организме изучены существенно меньше, даже на физическом
уровне.

Рост сетей. Сети могут расти. Это относится как к абстрактным графам [49],
сетям нейронов [50,51], так и к сетям обслуживания [52], например к Интернету. При
этом рост возможен в разных направлениях – математически это означает разнооб-
разие финальных событий в соответствующей транзиентной цепи Маркова. Другая
модель роста – рост пробки перед светофором – имеется в [53].
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