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Введение 

Целью настоящей статьи является изложение метода кластерных раз­
ложений для построения, исследования марковских случайных полей на 
решетке, а также для исследования спектра связанных с ними стохастиче­
ских операторов (трансфер-матриц). 

Запас случайных полей, которые можно просто построить, невелик. 
Это, например, поля с независимыми значениями, гауссовы случайные поля, 
функции от них и некоторые другие. Запас таких марковских полей еще 
меньше. 

Чрезвычайно большой класс составляют гиббсовские случайные поля. 
Одним из основных их достоинств (отсутствующее у перечисленных выше 
i * 
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полей) является существование правильной «физической» структуры у спек­
тра связанного с ними стохастического оператора: наличие частиц и нетри­
виального рассеяния. Однако гиббсовские поля строить и исследовать 
довольно трудно. 

Кластерное разложение (если его можно получить) позволяет наиболее 
полно исследовать соответствующее гиббсовское поле. Кластерные разло­
жения, грубо говоря, разделяются на два класса. 

Вакуумные или «первичные» кластерные разложения служат для построе­
ния поля и исследования основных его важных свойств. Для исследования 
спектра трансфер-матрицы требуется существенно более тонкая техника: 
JV-частичное или полное кластерное разложение. 

Формальные ряды кластерных разложений используются в физике уже 
полстолетия. 

Первое доказательство сходимости получено Н. Н. Боголюбовым 
и Б . И. Хацетом в 1947 году [1]. 

Спустя примерно 10 лет началось бурное развитие теории. Многие новые 
идеи здесь принадлежали Глимму, Джаффе, Спенсеру. 

Глава I посвящена вакуумным кластерным разложениям. В § 1.1, 1.3 
излагаются основы теории семиинвариантов, диаграммной техники и поня­
тие связности. В § 1.2 вводится понятие кластерного разложения. В § 1.4 
строится гиббсовская перестройка независимого случайного поля с произ­
вольным значением спина. Мы выписываем все члены разложения в явном 
виде, что необходимо для дальнейшего. В § 1.5 строится гиббсовская пере­
стройка гауссова поля, где, наоборот, читатель может ознакомиться с одним 
из видов уравнений Кирквуда — Зальцбурга. В § 6 даются два примера 
низкотемпературных разложений: модель Изинга с дискретной симметрией 
и модель с непрерывной симметрией. § 1.7 посвящен обзору других извест­
ных типов кластерных разложений и их применений. 

Глава II посвящена получению оценок семиинвариантов финитных 
функционалов от случайного поля, для которого получено вакуумное экспо­
ненциально регулярное кластерное разложение. Эти оценки являются решаю­
щими для доказательства кластерное™ трансфер-матрицы, получаемого 
в главе I I I . 

Кластерная структура трансфер-матрицы является обобщением (на бес­
конечно частичный случай) структуры таких важных классов операторов 
как, например, псевдодифференциальные операторы, многомерные теплице-
вы операторы или резольвенты конечночастичных операторов Шрёдингера, 
где имеется главная часть (типа свертки), а остальные слагаемые являются 
компактными по части или всем переменным. Использование кластерной 
структуры для исследования спектра трансфер-матрицы см., например, 
в [19], [22], [99], [100]; см. также § 3.3 главы I I I . ' 

С физической точки зрения возникающие,здесь модели отвечают решет­
чатым моделям квантовой теории поля или квантовым решетчатым моделям 
при нулевой температуре (в основном состоянии). В последнее время в физи­
ческой литературе активно исследуется спектр калибровочных теорий на 
решетке при малой константе l/g2. Настоящая работа может служить строгой 
математической базой для таких вычислений. 

Формально статья не требует специальных знаний, но полезно знаком­
ство с основами статистической физики. Техника данной работы непривычна 
для классической математики. Но после некоторого навыка доказательства 
простых комбинаторных оценок, которые часто опускаются, для рядов, чле­
ны которых занумерованы конечными подмножествами решетки, не составят 
у читателя особого труда. Нумерация своя в каждой главе. 

В заключение хочу поблагодарить Р. А. Минлоса и Я. Г. Синая за цен­
ные обсуждения и замечания, способствовавшие улучшению изложения. 



КЛАСТЕРНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ 5 

Г Л А В А I 

ВАКУУМНЫЕ КЛАСТЕРНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ 

§ 1.1. Семиинварианты и диаграммы 

Если в дальнейшем мы говорим о системе случайных величин, то счи­
таем, что они заданы на одном и том же вероятностном пространстве 
(£2, 2 , (i). Конкретный вид этого вероятностного пространства для нас часто 
неважен. 

Математическое ожидание случайной величины / относительно меры р, 
обозначим 

</>^</)u= j / d | i , 

снабжая <•) индексом ji, если это необходимо. Характеристическая функция 
случайной величины / тогда равна (exf) (для мнимых X). Мы будем всегда 
предполагать, что все моменты (/п> существуют. Тогда формальный ряд Тейло­
ра (elf) в точке X = О имеет вид 

оо 

(Li) <«w>= 2 4r< / n ) -
71 = 0 

Семиинварианты, обозначаемые 
(1.2) </, . . . , / > ^ </.«>, 

определяются как коэффициенты формального ряда Тейлора 
оо 

(1.3) 1п<е«>= 2 "И" </'">• 
71 = 1 

Семиинварианты для системы случайных величин /х, . . ., /fe, для которых 
мы применяем два обозначения (/\^ — система случайных величин / f, i £.#' = 
= { ! , . . ., *}) 

(1.4) </i, • • ., /ft) = </-^> 
считаются полилинейными симметрическими функциями своих аргументов 
/1? . . ., /ft и определяются подстановкой Я, = 1, 

/ = V i + • • • + hfk, 

(1.5) {/•"}= 2 . . . 2 Л,, ...Xin(Ut, •••, An) 
i i = l i n = l 

в формулу (1.3), т. е. из формального ряда Тейлора логарифма функции 
^А+...+U/fe) в точке 

&! = . . . = А* = 0. 
Эквивалентным определением является 

(1.5-) </t, . . . , Ы - e 3 t i . . .a 3 l k |x4-...=xfc-o 
(^i чисто мнимые). 

Обозначим через 51 структуру (см. дополнение) всех разбиений 
а = (Ти . . ., 1\) (к = 1, . . ., /г), 

Ti[\Ti=0, iФи т,и... иг*=л", 
множества JT = {1, , . . , и}. 
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Беря экспоненту от правой части (1.3) и приравнивая ее коэффициент 
при Хп соответствующему коэффициенту правой части (1.1), мы получим, 
учитывая (1.5), что для любых случайных величин Д, . . ., /п имеет место 
равенство 

(1.6) < / i . • . / * > = S ( / T t ) ...</r fe>, 

где fT — набор случайных величин ft, i £ Т. 
Если взять логарифм от правой части (1.1) и приравнять его к правой 

части (1.3), то получим формулу, обратную к (1.6): 

(1.7) (А, . . . , / n > = 2 ( - l ) " " 1 ^ - ! ) ! ^ ) . . . ^ ) , 
где 

/г=П7|. 
Формулу (1.6) или (1.7) можно взять за определение семиинвариантов. Мы 
приведем еще четыре важнейших свойства семиинвариантов. 

I. Для любой гауссовой системы случайных величин Д, . . ., fn 

(1.8) </lt . . ., /n> = 0, n>2. 

Это следует из того, что логарифм характеристической функции гауссо­
вой системы является многочленом степени 2. Свойство (1.8) может быть 
принято за определение гауссовой системы. 

П. Если существует разбиение £: А [] В = J/* такое, что система 
{fi, i £ А } и система {/7«, / 6 В) взаимно независимы, то 

(1.9) <Д, . . ., fn) = 0. 

Докажем это свойство индукцией по п. Перепишем (1.6) в виде 

</>>=<Ы-2==</ж>-2'-1Г, 
а=£1 а а 

где в 2 суммирование по всем а < £, а в У\ — по остальным а, отличным 
от 1. Все члены 2 равны нулю по предположению индукции. В то же 
время 

3 ' = < /АХ/Б> = < / ^ > . 
Отсюда и следует (1.9). 

I I I . (Обобщенное разложение по связным диаграммам.) Пусть |3 = 
- (В,, . . ., Вк) 6 Я- Тогда 

(1.Ю) </Bl, . . . , /вл> = 3'</к1> . - • </Ате>, 

где суммирование по всем разбиениям а = (,41? . . ., Ат) £ 31 таким, что 
а V Р = 1. 3«аи Y определен в дополнении. 

Если доказать это для случая | В4 | = 2, | 5 г | = 1, i ^ 2 , то (1.10) 
нетрудно доказывается по индукции. В этом же случае разложим по форму­
ле (1.6) выражения (fBJ2. . . fn) и </4/;/2 . . . /п>, где fBi = Д/;. Прирав­
нивая эти разложения, индукцией по п доказываем требуемое утверждение. 

IV. Если / ограничена, то 

(1.11) • j </.»> | < C n n l 

с константой С, зависящей от sup ] / ) = с1# 
Доказательство этого просто. Так как 

1 (Г) !<(?, 
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то производящая функция моментов (e%f) является целой функцией А,, 
не обращающейся в 0 в области | X | < l/2ci, поэтому ее логарифм аналити-
чен в этой области и применяя формулу Копти для производных (при подходя­
щем выборе контура интегрирования) мы получаем результат. Условие огра­
ниченности / можно несколько ослабить. Сама же оценка (1.11) неулучшаема. 

Остальная часть этого параграфа посвящена диаграммной технике вычис­
ления семиинвариантов и моментов. Пусть задана гауссова система случайных 
величин ои . . ., ak на вероятностном пространстве (fi, 2> Н*)- Пусть F = 

h 
= \\ ог. Виковское произведение :F: определяется как перпендикуляр 

из точки F на подпространство в L2(£2, 2» н0> порожденное всеми произве­
дениями вида 

<Ф • • • < # • 2 " ч <к-1 (и* = 0, . . . , k-l). 
г 

Эквивалентным образом (см., например, [91]) можно определить :F:, как 
як 

производную — г— от правой части равенства при ах = . . . ak = О 

_-, exp > ajOj 
(1.12) : exp 2 а / т , : — "^ 

=i \ exp 2 J aj-oj ] 
def 

Рассмотрим теперь множество V = {1, . . ., тг}. Его точки будут назы­
ваться вершинами. Каждой вершине i сопоставим упорядоченное множество 

Wt = {(i, j): / = 1 , . . . , kt} 
отростков. Пусть 

W = Wt U . . . U Wn. 
Диаграммой G — G (V, W) будем называть разбиение множества W 

такое, что каждый элемент этого разбиения имеет мощность 1 или 2. Эле­
менты мощности 1 назовем свободными отростками, а мощности 2 — ребрами 
диаграммы G. 

Пусть отростку (i, /) сопоставлена случайная величина etj (все они обра­
зуют гауссову систему) с (аг7-) = 0. Сопоставим каждому ребру {(i, /), (к, /)} 
диаграммы число (OijOki)- Тогда диаграмме G сопоставим случайную величину 

(1-13) / С = ( П <<*«*«>) ГЬ П ои:, 
L г=1 j£-ffi. 

хде L — множество всех ребер G, W i — множество всех свободных отростков 
вершины i. Рассмотрим теперь все одновершинные диаграммы G с к отрост­
ками и сопоставленными им гауссовыми а1? . . ., ok. Мы докажем формулу 

(1.14) * i . . . o f t = 2 / c . 
где суммирование проводится по всем диаграммам с одной вершиной и к 
отростками. Действительно, из (1.12) имеем 

(1.15) ехр 2 a>Pi = • ехр 2 afi : ехР ~г 2 aiaJ <a*aj>-

Приравнивая коэффициенты при ai . . . ah у обеих частей равенства, 
получаем (1.14). 

Вернемся теперь к диаграммам общего вида и положим 
Ч 

Ft=[\ on-
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П р е д л о ж е н и е 1.1. Следующие выражения 
1) <IIFf>, 
2) (Fit . . ., Fn), 
3) <П:^:>, 
4) (-.F,:, . . ., :Fn:) 

равны 

где сумма берется по вакуумным (т. е. без свободных отростков) диаграм­
мам G, причем соответственно по: 

1) всем (вакуумным) G; 
2) всем связным G; 
3) всем G без петель (петлей называется ребро вида {(£, /), (г, к)}); 
4) всем связным G без петель. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Это есть переформулировка формулы (1.6).. 
2) Это есть частный случай обобщенного разложения по связным диа­

граммам (1.10), если учесть свойство (1.8). 
3) и 4) доказываются индукцией, используя (1.14), а также 1) или 2) 

соответственно. 

§ 1.2. Кластерные разложения 

Пусть задано направленное (по возрастанию) семейство конечных мно­
жеств V\TV и последовательность мер \iv на Sv, где 5 — множество 
значений поля в каждой точке t £ 2V (множество значений спина), которое 
предполагается измеримым пространством. 

Пусть 2 — стандартная сг-алгебра на 5^ = Q, 2 А — ее о-подалгебра, 
зависящая от точек t 6 A cz Zv. Мы будем иногда отождествлять 2 А со стан­
дартной а-алгеброй на SA. Будем писать F = FA, если F измерима относи­
тельно 2 А . 

О п р е д е л е н и е . Пусть для любой ограниченной FA, \ А | < оо, 
и любого V из нашего семейства имеет место 

(2.1) <^> r = </?AW = SbS°, 
v R 

где сумма берется по всем конечным Л с F, а числа 6JP =' bR
 ) (FA) обла­

дают следующими свойствами: 
С1. Ъ^ сходятся к некоторым числам bR для всех R при V f %v

r 
С2. | bR

) | равномерно по V ограничены числами bR, причем ряд 
2&и сходится. 

R 
Легко видеть, что тогда 

(FA) = lim(FA)v 
v 

существуют и определяют предельную меру [л на £2, причем 

(2.2) (FA) = I1bR. 
Мы тогда будем говорить, что для предельной меры имеет место кластер­

ное разложение (2.2). 
Если для разных систем \xv (например, для различных «граничных усло­

вий» предельные числа bR одни и те же, то и предельная мера \i одна и та же 
(не зависит от «граничных условий»). Часто можно доказать, что bR ста­
билизируются начиная с некоторого V = V(R). 

Пусть теперь выполнено также условие 
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СЗ. ЬдГ) аналитически зависят от некоторых параметров в открытой 
области А0 вещественного пространства этих параметров и аналитически 
продолжаются в некоторую область Ai ZD Л0 комплексного пространства, 
причем в At равномерно выполнено условие С2. 

Тогда по теореме Витали предельные (F А) аналитически зависят от 
параметров в Л0. 

Мы показали, таким образом, как существование кластерного разложе­
ния влечет существование, единственность и аналитичность предельной 
меры \i. 

В следующих параграфах для ряда случаев мы построим кластерные 
разложения, причем &jf} и bR будут выписаны в явном виде. Мы докажем 
также регулярность этих кластерных разложений, которая играет важную 
роль в получении равномерных кластерных оценок и доказательстве кластер­
ное™ трансфер-матрицы. 

Далее мы используем некоторые обозначения из § 1.3. 
Пусть теперь фиксировано ЭД. В дальнейшем будет использовано усло­

вие: в (2.1) только те 6д } отличны от нуля, для которых существует набор Г 
множеств из Щ такой, что Г = R и набор {А, Г} связен. 

Кластерное разложение при этом будет называться экспоненциально 
регулярным, если для всех FAi, FAz и R таких, что Ai f] A2 = 0 , имеет 
место 

(2.3) Ъя (FAlFAz) = 2 bRt (FAi) bR, (FA,) + bR {FAlFA,)t 

где сумма берется по парам (i?1? R2) таким, что 

Rt U В2 = R, {A, U Rd П (A* U Д2) = 0 . 
и 

(2.4) | \ (FAlFA2) | < с (FAlFA2) (Ck) 6R^' lA" Л'}), 
где X достаточно мало. 

В случае, если не существует набора Г такого, что Г = R и набор 
{Ац А2, Г} связен, то 

(2.5) bR (FAlFA,) = bBl (FAt) bR, (FAJ, 
где Rt и R2 определяются единственным образом. 

§ 1.3. Связность 

Здесь мы даем определения, обозначения и простые леммы, используе­
мые в дальнейших частях этой работы. 

Множество i c P называется d-связным, если для любых двух точек 
t, t' 6 А существует последовательность t = ti, t2, . . ., tn = t' точек tt £ A 
таких, что 

| tt —- t^ | < d для i = 2, . . ., га. 
Набор (неупорядоченный) T = {A{, . . ., An} подмножеств Atcz %v 

называется связным, если связен следующий граф Gr- он имеет вершины 
1, . . ., тг, причем между i и / существует ребро тогда и только тогда, когда 

Аг[\Алф0. 
Л е м м а 3.1. Существует константа С = C(v, d) такая, что число 

различных d-связных множеств А мощности г, содержащих заданную точку tr 
не превосходит Сг. 
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Л е м м а 3.2. Существует константа С = C(v, p) такая, что число 
связных наборов 

1 = \Ai, • • ., Ап), 

в которых все At попарно различны, Г = [) At, содержит фиксированную точ­
ку t и diam 4̂ ^^Ср, не превосходит Сп. 

Доказательство этих лемм просто и мы его не приводим. 
Мы будем рассматривать в дальнейшем системы Ш конечных подмножеств 

Zv . Всегда предполагается, что Щ связна (т. е. G^ связен), трансляционно 
инвариантна и диаметр элементов ЭД равномерно ограничен. 

Для любого А а 1У обозначим: 
dA — минимальное d такое, что существует 1-связное множество В, 

содержащее А, и такое, что \ В \ = d; 
dА (Ю — минимальное d такое, что существует связной набор Г = 

= {А^ . . ., Ad}, Аг 6 1 , и такой, что 

(3.1) Г ^ U AtzDA. 
7 = 1 

Пусть а — некоторая конечная система множеств. Тогда 6А(?[, а) — 
минимальное d такое, что существует набор Г с | Г | = й и Г = 4 и такой, 
что набор Г с добавленными к нему Bt £ а является связным; 

d^(Bi, . . ., Вп) — минимальное d такое, что существуют Ai, . . . 
. . ., Ad £ Щ такие, что набор {Bt, . . ., Вп, А1, . . ., Ad) связен. 

С о г л а ш е н и е о к о н с т а н т а х . Далее С, Ci, С2, . . . будут 
обозначать положительные константы зависящие только от размерности v 
и, возможно, от рассматриваемой системы 91. В одной формуле одна буква, 
например, С, может обозначать различные числа. Все вводимые константы 
легко оцениваются. 

Нетрудно убедиться, что 

(3.2) С^А^ЯА{й)<С^А. 

Л е м м а 3.3. Число подмножеств В a Tv, содержащих фиксированную 
точку t и таких, что d в — г, не превосходит Сг. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть В{, . . ., Вр — все такие подмноже­
ства. Пусть Dt 1-связно, Dt ID Bt и | Dt \ = dB. = г. Для каждого i суще­
ствует не более 2Г подмножеств среди D{, . . ., Dp, совпадающих с Dt (так 
как если Dt = Dj, то Bjcz Dt, а у Dt не более 2Г подмножеств). Поэтому лем­
ма следует из леммы 1. 

Л е м м а 3.4. Пусть фиксировано ?{. Тогда для любого С существуют Ci, 
Сг такие, что для любого конечного Т cz 1У и для достаточно малых X > 0 

2(ся) |Г|<(с1я,)пс'Г|, 
г 

где суммирование по всем Г| таким, что | Г \^п и набор {Т, Т) связен. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ти . . ., Гг — все максимальные связ­

ные поднаборы Г (единственным образом определенные). Для каждого i = 
= 1, . . ., г выберем первую в лексикографическом порядке точку tt среди 
точек Тг П Т. 

Число лексикографически упорядоченных наборов (tt, . . ., tr) не пре­
восходит 2 ' Т | . Число различных Г^ для данного tt подсчитывается в лем­
ме 3.2. 
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§ 1.4. Возмущение независимого поля 

В обозначениях § 1.2 пусть на S задана вероятностная мера \i°. Пусть 
]Д — произведение этих мер, определенное на SA. Через и0 мы будем 
обозначать также ji° v , что не приведет к недоразумениям, (-)0 = (-^о. 
Пусть задана система 21 (см. § 1.3) и для каждого А £ 91 задана функция 
Ф А (измеримая относительно 2 А ) на Q. Набор Ф = ( Ф А ) называется потен­
циалом. 

Положим 
*А = ехр( —ХФА) — 1 , й г = П кл 

лег 
для каждого набора Г (§ 1.3) множеств из И. Далее константы С, Ct будут 
зависеть только от v, §[, Ф. 

В этом параграфе мы будем предполагать, что существуют константы 
Х0 >> 0 и С > 0 такие, что равномерно для О^А, < К0 и для всех Г 

(4.1) | {кг)0 |< (СЯ) | Г | . 

Приведем пример потенциалов, для которых выполнено условие (4.1). 
Мы потребуем, чтобы функции ФА были равномерно ограничены снизу 

и имели вид 

(4-2) Ф А - S < > , , . . . < # > , „ , 
а=1 

где А = {£1? . . ., tn}, причем NA и математические ожидания (| ф^*. | р ) 0 
для любого р > О ограничены равномерно по a, i , tt (но не по р). 

С помощью неравенства 
к 

1<йг>о1= | (П 5 е х р ( - Х ' Ф А ) . ( - Ф А ) ^ ' ) о | < ( С А ) | г ' ( Г 1 ! ф А | ) 0 , 
лет о лег 

используя независимость меры (-)0, мы получаем (4.1) для этого случая. 
Гиббсовская мера \iv (в объеме V) задается плотностью 

(4.3) • • ^ = ^ в х р ( - Ш у ) , 
где 

Uv= S Ф А , Z v = <exp( — A # V ) > 0 

ACT 
существует ввиду (4.1). 

Обозначим <->v = (*)цу-
Т е о р е м а 4.1. /7/ж условии (4.1) j i F имеет кластерное разложение 

{для любой последовательности V / lv) для О^А, << А,0 с достаточно малым 
К > 0. 

Основой доказательства этой теоремы является следующая формула. 
Фиксируем некоторое В а V. Тогда 

(4.4) ехр ( - Wv) = J _ ^ (1 + kA) = 2 кг = 2 ' AT exp ( - Ш у _ ( в и Г ) ) , 

где в первой сумме 2 суммирование по всем Г (включая пустой), а в 2 ' — 
по всем Г = { Л j , . . . , i4ft} таким, что набор {£, Г} связен. Последнее 
равенство может быть получено, если разбить Г = Г' (J Г" на максимальный 
Г ' с : Г такой, что {В, Г '} связен, и пересуммировать по всем Г" таким, что 
Г"cz V — (В (J Г"), воспользовавшись 

2 ^г- = ехр (— Wv г). 
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Подставляя (4.4) в (г|;Б ехр (—kUv))0, деля на Zv, имеем 

(4.5) <^v = S'<*B*r>o/22^ 
где 

?виг = Zv-B\jr /zv* В (^V. 
Пусть для каждого 4 c Z v фиксировано одноточечное множество tA £ А * 

Тогда, если применить (4.4) к /А2* А , получим 

(4.6) fr-fT-tA~J(^)0Qr, 

гДе в 2 суммирование по всем связным Г таким, что tА 6 Г и Г cz V — 
— (А — tA). Мы получим сейчас явный ряд для (tyB)v и Для fP> 

Пусть 38 — множество всех конечных подмножеств Zv. Проведем между 
двумя точками Bi, В2 6 38 ребро, если Bi = В2 — tBz или наоборот. 38 тогда 
есть связное дерево. Вершина 0 является самой нижней вершиной этого 
дерева. Для каждой вершины В £ 38 точно | В | вершин лежит ниже 38 > 

Рассмотрим для любого q = О, 1, . . . конечную последовательность 
пар 

7 = I(Bi, Г4), . . ., (Bq, Tq)h 
где 

Bt = Вг(у) 6 38 
и наборы множеств Г* = Tt(y) из 91 таковы, что 

1) для р > 1 5 Р лежит ниже .Вр^ U Гр_4 в i?; 
2) для р > 1 Гр — непустой связной набор такой, что 

* B p € r p c = F - ( 5 p - * B p ) . 
Л е м м а 4.1. 

l (V) 
(4.7) М>вЬ = 2 «v» 

где 
а 7 ~~ ^Б^Г 1 (^ ) )о (—^Г 2 СУ))О • • • (—«Tg(Y)>0> 

и суммирование по всем у, удовлетворяющим условиям 1) и 2) и следующему 
условию: 

3) Bt(y) = В, Tt(y) может быть либо пустым (к0 = 1) или таким, чта 
{Б, Г4} связен. 

Итерируя систему (4.6), мы получим 

(4.8) /A = 1 + 2 « V , 

где 
av = ( — kTt)0 . . . ( — kVq)o 

удовлетворяют условиям 1) и 2), причем условию 2) также для р^1 и, кроме 
того, Bi лежит ниже А или Bi = А. Формула (4.7) следует тогда из (4.5) 
и (4.8). 

Мы можем (пока формально) считать, что V = Zv, т. е. в условии 2) 
заменить V на Zv. Докажем абсолютную сходимость ряда У] ау в этих усло­
виях. Отсюда очевидно следует существование кластерного разложения, так 
как каждый член ряда 2 ( y ) a v есть в то же время член ряда 2 ^ ^ v 
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Для доказательства абсолютной сходимости используем (4.1). Тогда 

(4.9) | a Y | < C ( ^ B ) ( ^ ) | r i l + - - - + l 4 
где, например, если г|;в ограничена, то 

С(\|)в) = sup |г|5Б |, 
или, например, в L2(d[i0) 

С® в) = |Ц>В 1Г2°\ 
и тогда 

I <Увкт)о\<С(Цв)(СХ)\г\. 
Обозначим 

Гг - \Bt U Tt -Bi+1\ = 1 ^ 1 + 1 ^ 1 - 1 - 1 Bi+1 |, 
т. е. rt определяет, насколько мы спускаемся вниз по дереву J?, выбирая Bi+1. 

Имеем 

*2 r f<|fl | + 2 i r , i , 
г = 1 г 

поэтому для заданных чисел | Гх |, . . ., \ Tq \ число различных последова­
тельностей (г1? . . ., г(?_1) не превосходит 

| в | + 3 | гн 
2 - 1 . 

Используя доказательство леммы 3.4, мы видим, что число последова­
тельностей у таких, что 

| Г,(7) I = Nu . . ., | Г,(?) | = Nq, 
не превосходит 

(4.10) 4 ' B | C i V ' + ' - - + \ 
Из (4.9) и (4.10) очевидным образом следует абсолютная сходимость всего 
ряда. 

Определим носитель 7 
suppY = r 1 L ) . . . l l i V Обозначая 

(4.11) ЬЯ(Ч>В)^ЬН= 2 av 
у: supp Y = H 

bR = 0, если {у: supp у = i?} пусто, 
Ь0 = а0 = <гЫо, 

пересуммируем наш ряд 
(4.12) (Ы^ = 2 ( % -

Этот ряд дает искомое кластерное разложение. В частности, для V = Zv 

мы получаем моменты 

которые определяют предельное вероятностное распределение \i на Й, назы­
ваемое предельной перестройкой Гиббса меры ji0. 

Для доказательства регулярности кластерного разложения заметим, 
что для любого множества R 

(4.13) 2 ЬД'(г|)в) = (ярв>л = 2н<г|звехр(-Шд)>0, 
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поэтому, если Rx \j Вг не пересекается с R2 \j В2, то 

= 2 Ьи-ОМ*,)- 2 6jtf(^) 2 Ьл;(1>в.К 

Правая часть последней формулы представляется в виде суммы ау для у 
таких/что в наборе I\(y) U • • • U Гд(у) есть Л 6 §1 такое, что A fl (BiljRi) =7̂  
^ 0 , i П ( 5 2 U ^ 2 ) ^ 0 . Обозначим 

Ml|M3B a)= 2 «V» 
supp Y = R 

сумма берется по у? удовлетворяющим этому условию. Отсюда индукцией 
по R получается (2.3). Оценка (2.4) следует из (4.9) аналогично доказатель­
ству сходимости ряда. 

§ 1.5. Возмущение гауссова поля 

Пусть ot — трансляционно-инвариантное гауссово случайное поле на 
Zv, определенное средним и ковариацией, равными 

(Gt)0 = О, (OtOt')o = ф(* — О -

Соответствующая вероятностная мера на пространстве конфигураций Q = 
= IK̂ V обозначается |х0, <-)0 — среднее по этой мере. 

Пусть и(х) — вещественная функция на R, ограниченная снизу на Rf 
причем (u2(Gt))0 < оо. 

Рассмотрим новую меру \iv на Q с плотностью 

- ^ = Z ? e x p ( - S e u ( a < ) ) , e > 0 , 
tev 

относительно ji0, где V — конечное подмножество Т9. Обозначим (-)F сред­
нее по [л v. 

Т е о р е м а 5.1. Если 

(5.1) d= 2 |<Р(*)1<1. Ф ( 0 ) - 1 . 

mo существует е 0
г > 0 такое, что для любого е, 0 < s < е0 для \iv существует 

кластерное разложение. 
Соответствующую предельную меру обозначим через \i. Определим это 

кластерное разложение. 
Положим 

/(ж) = ехр( — ем (ж)), / г = П/(<**)•' 

Тогда 
Zv = <n/(^)>o = <Mo 

tev 
и 

(5.2) Zv(FA)v = (FAfv)0. 
Правая часть (5.2) есть момент N + 1 случайной величины FА, /(а^), . . . 
. . ., f(at ), где V = {ti, . . ., tN}; поэтому можно разложить этот момент 
по семиинвариантам, используя формулу (1.6) 

(5.3) {FAfv)Q= 2 (^А, /т1>о</т,>о...</т_>о= 2 <^А, /тЛ^у-т, , . 
Т,; Т2...Тр

 Р Т,СУ 
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где во втором равенстве мы пересуммируем по Т2, . . ., Тр, снова исполь­
зуя (1.6). Это дает искомое разложение в объеме V 

(5.4) {FA)V= 2 (FA, rT)og{l\ 
TxdV 

Для g-T получим систему уравнений. Для этого так же как в § 1.4 фиксируем 
для каждого непустого AczTv точку tA£A и разложим Zv_iA„{tA}) 
по семиинвариантам. После пересуммирования аналогичного (5.3) получим 

(5.5) ZV-(A-{tA}) = Z J (/T)O ZV-(A\JT)I 

где суммирование по всем Т таким, что 
tAeTcz V-(A - {tA}). 

Обозначим 
кт = (f'T)0. 

Тогда k{tx = к0 не зависит от tA и из (5.5) следует, что 

где в 2 ' суммирование по всем Т таким, что 
tAETcz V-(A - {tA}) и \Т | > 1 . 

Иначе говоря, мы пришли к следующей системе уравнений: 

f gT-KYJlltA)+ ^ р < г = о , \л | >i , 
(5.6) < _ , г 

l ^ + ^ l ^ r ^ r ^ ^ o 1 , М| = 1. 
Здесь мы не будем доказывать регулярность кластерного разложенияг 
поэтому мы используем другой метод для его получения. 

Пусть $ — банахово пространство функций гр = (г|)А) на множестве 
всех непустых конечных подмножеств A cz Zv. Норма в <jg определяется так: 

|гИ| = 8 ир[(4) И 1 |^ | ] . 
Рассмотрим линейный оператор L = Е — R -\- К в $?, где Е — единичный 
оператор, Щ = t|)', г|/ = (г|)д) и 

Ч& = { , | U ^ > 0 , | Л | = 1. 
Легко видеть, что || R | | ^1 /2 . 

Оператор К переводит вектор (\рА) в (г|4), гДе 

^А=К1 2 Arl|5AUr. 
Г: |Г |>1 , 
ТГ)А=1А 

Заметим, что к0 равномерно по О ^ е < е0 отделено от нуля, так как и(х) 
ограничена в некоторой окрестности нуля. Имеем 

(5.7) ц/ПК*-1 2 Ш'Г 1 _ 1 |^ | . 
Г: 06Тс2 , 

Т\ >1 



16 В. А. МАЛЫШЕВ 

Л е м м а 5.1. Если выполнены условия теоремы 5.1, то для каждого 
8 > 0 существует е0 > О такое, что || К || < 6 при О ^ е < е0. 

Эту лемму мы докажем ниже. 
Отсюда следует, что L = Е — R -\- К обратим в J?. Пусть .<$vcz $ — 

подпространство векторов \|э = ("ФА)» У которых г|)А = 0, если А не содержит­
ся в V. Пусть Pv — стандартная проекция $} на i ? v . В условиях леммы 5.1 

(5.8) WPvKPy I K 6 , б < 1 / 4 , 

для всех V и, следовательно, Pv L Pv обратим в $} v и равномерно по V для 
I 6 | < 80 

|| ( P Y L Pv)-i | | < 4 . 

Обозначим х = (%А), ХА = ^ 1 6 | A | , i . Пусть g = (gA) и gW = (g(J>) — един­
ственные решения уравнений 

(5.9) Lg = X, PvLPvgW = Pvx. 

Л е м м а 5.2. gA' стремится к gA при V \ Zv , причем $£р и gA 

ограничены 21-^-\ 
Последнее утверждение следует из (5.8) и (5.9). Сходимость предостав­

ляется доказать читателю, например, как это сделано в предыдущем пара­
графе. Существование кластерного разложения следует теперь из леммы 5.2 
и следующей леммы. 

Л е м м а 5.3. 
2 \<FA, f'T)o\<C(FA)(Cs)n, 

Т: \Т\=п, 

где С не зависит от FА. 
О ц е н к и с е м и и н в а р и а н т о в . Положим 

/ (х) = / (х) — 1 = [ ( — и (х)) е-&'и^ йг 
о 

и заметим, что 
(5.10) (f(atl), . . . , f(otn))0 = (f{otl), . . . , /> , n )> 0 . 

Мы будем оценивать эти семиинварианты при условиях теоремы 5.1. 
Положим далее t± = 0 и всегда будем считать, что £1? £2, . . ., tn попарно 

различны. 2 < П ) будет обозначать сумму по всем лексикографически упоря­
доченным последовательностям (£2, . . ., tn), компоненты которых отличны 
от 0 и попарно различны, т. е. по всем подмножествам 

Т = {t2, . . ., Ul>0. 
Мы докажем следующую лемму. 
Л е м м а 5.4. 

(5.Н) 2<П)К/(°о), / Ю ' •••' 1Ы)о \<(Се)п. 
Отсюда будет следовать лемма 5.1. Лемма 5.3 доказывается аналогично. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть hn(at) — нормированный полином Эрми-

та относительно [х0, т. е. 
(h2

n(Gt))0 = l и :<f{:=Vrthn(ot) 

— соответствующий полином Вика (напомним, что мы считаем (о?) = 1). 
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Разложим f(ot) по полиномам Эрмита в L2(d\i0) 
оо сю 

(5.12) / (а,) = 2 а^т Ы = 2 - 7 % : °™ -• • 
*—* у ml m=o m=0 

Тогда 
оо 

(5.13) 2 ( « m ) 2 = j | / № 0 < ( С е ) 2 , 

и поэтому а т | ^ С е . Подставив (5.12) в семиинвариант, получим 
(5.14) ( / К ) , . . . , />,п)>0 = 

ОО ОО 

—̂' л у тЛ . . . тп\ гп 

если последний ряд абсолютно сходится. 
Зафиксируем значения (т1, . . ., тп) и рассмотрим 

2 <:оуч:, :а£ . : , . . . , : а£* : >01 
( * • , . . . . * , , > 

где сумма берется по всевозможным (t2, . . .,, tn), 
tt € Zv, tt фО, г%Ф tj при г ф ]. 

Согласно предложению 1.1 

(5.15) 2 <:°г*:, . . . . = C : > o = 2 / G , 
(t2t • . >t tn) G 

где суммирование в правой части по всевозможным связным вакуумным диа­
граммам G без петель, состоящим из следующих объектов: 

1) упорядоченного множества вершин {1, . . ., п}; 
2) взаимно однозначного отображения т: {1, . . ., п}->- Zv такого, 

что т(1) = 0; 
3) каждой вершине i соответствуют mi упорядоченных отростков (i, 1), 

(г, 2), . . ., (*, mt); 
4) отростку (£, /) сопоставлена случайная величина Gtj = at.y где tt = 

= T(i). 
Пусть 21N есть множество всевозможных наборов а = (хх, . . ., xN/2) 

таких, что 0 Ф xt £ Zv, N = rax + • • • + ^n-
Зафиксируем подстановку я = ( '"^ пЛ и положим т х = тх, 

™>i = тпа), ^>2. Для каждого а 6 SHN
 и каждого я мы построим класс 

(?я(ос) связных диаграмм, отвечающих фиксированным (т1, . . ., яг^). Класс 
Gn(a) может быть пуст; в противном случае он содержит не более 

п 
\\ rrii{mi — 2)(iUi — 4) . . . диаграмм. Кроме того, вклад каждой диаграммы 

JV/2 

G 6 Gn(a) равен [\ (p(xt). Мы опишем алгоритм построения 6?л(а). Этот 
г = 1 

алгоритм строит вершины и соединяет отростки шаг за шагом. 
1-й шаг. Мы начинаем с вершины tx = tx = 0 и соединяем отросток (1,1) 

с любым из т2 отростков вершины t2 = х±. 1-й шаг закончен, далее построе­
ние идет по индукции. 

Пусть после к шагов построены вершины tx, t2l . . ., th l^.k, соответ­
ственно с ти . . ., rrti отростками. Пусть ги . . ., rt отростков среди, соот-
2 Успехи матем. наук, т. 35, вып. 2 
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ветственно, m1? . . ., ть еще не связаны. На каждом шаге строится одно 
ребро и 0 или 1 новая вершина. 

(к 4- 1)-ый шаг. Рассмотрим вершину tu l ^ i ^ Z , такую, что it == 
= хг + . . . + xk. Такая вершина существует согласно индуктивному 
построению. 

Возможны два случая: rt >> 0 или rt = 0. 
1) Если Ti > 0, рассмотрим точку it + xk+1. Если it + xk+1 не совпа­

дает НИ С ОДНОЙ ИЗ ?1? . . ., £Ь ТО МЫ СТрОИМ НОВуЮ ВерШИНу fz+1 = tt + ^fe+i 
и соединяем первый из rt несвязанных отростков вершины it с произвольным 
из mi+i отростков вершины tt+i. 

Если tt + xk+1 совпадают с некоторой £/, / ^ / , мы соединяем первый 
из Ti несвязанных отростков tt с произвольным из г;- несвязанных отростков 
£7-. В случае г7- = 0 считаем класс Ся(а) пустым. В противном случае пере­
ходим к следующему шагу. 

2) Если гг = 0, мы выбираем первую из £/, 1 ^ / ^ Z , такую, что г7- =̂= О, 
и соединяем первый из несвязанных принадлежащих ей отростков с произ­
вольным несвязанным отростком вершины tp = tj + ^k+i (аналогично слу­
чаю 1). Если все г,-, 1 ^ / ^ ^ равны 0, Gn(a) по определению пуст. 

Мы получаем комбинаторный множитель 

mi(mi — 2)(mi — 4).. . 

для вершины с rrti отростками, поскольку после произвольного выбора 
отростка мы выбирали первый из оставшихся отростков. 

Очевидно, что всякая диаграмма G содержится по крайней мере в одном 
из Gn(a). 

Итак, при фиксированных (т1у . . ., тп) 

(5.16) 21ЛЛ<(»-1)!(Е1Ф(*)1)№/2П |»,(ш,-2) (т,-4) ... 
G хфО г = 1 

Из (5.14) и (5.15) следует, что 

2 ( г 0К/М, . . , / Ы о | = 

оо оо I I I I 

<2i-2yJ,r;,',;J;:',)l2i^i< 
m i = l 7П7г==1 

оо оо 7П1+. . «+?Пгг 

< 2 ••• 2 \amt\ •.•\amn\2m1...2mnd 2 <(constв)" 
m i = l m n = = 1 

для достаточно малых г с константой, зависящей от (1 — в)"1. 

§ 1.6. Низкотемпературные разложения 

Мы дадим здесь два примера низкотемпературных кластерных разло­
жений. 

Модель Изинга в области фазовых переходов 1 рода. Мы рассмотрим здесь 
модель Изинга с взаимодействием 

(6.1) Z 7 = - p 2 otot., <xt = ± l , 
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для достаточно больших |3 > 0. Мы предположим здесь известными опреде­
ление контуров для этой модели (см. [4]). Полезно знакомство с ее простей­
шими свойствами. 

Рассмотрим эту систему в объеме V с (+)-граничными условиями или 
(-(-)-чистую фазу в бесконечном объеме, которая получается предельным 
переходом из (+)-граничных условий. Мы будем рассматривать неупорядо­
ченные наборы контуров 9 = { Г Ь .,...,, Ts}, некоторые из которыхЦмогут 
совпадать. Назовем 9 допустимым, если любые два из его контуров непересе-
каются (и, следовательно, различны). 

Пусть 9 — {1\, . . ., Г5} допустим. Обозначим р(9) вероятность тогоу 
что 1\, . . ., Ts присутствуют в конфигурации. 

Корреляционные уравнения Минлоса — Синая [4] имеют вид 

f p(9) = e-Mr ( e)j2(- i ) , e 'p(e o ue) , 
(6.2) < ё 

1 р ( 0 ) = 1. 
Они легко выводятся методом включения исключения. Здесь мы фиксиро­
вали для каждого допустимого 0 некоторый контур Г = Г(9) £ 0 такой, что 
| Г(9) | (длина Г) не меньше длины любого другого контура Г' £ 9. Сумми­
рование в 2 ведется по всем допустимым 9 (включая пустой) таким, что: 

ё _ _ 
1) каждый Г £ 9 пересекается с Г(9); 
2) набор 9° U "9 допустим, где 9° = 9 — Г(9). 

Будем искать явное решение (6.2) в виде ряда. Для этого рассмотрим всевоз­
можные последовательности 

У = (в!, . . . , е„) = ( а д , . . . , en(v)) 
допустимых наборов контуров, удовлетворяющих требованиям: 

{ вп = 0 , Qi¥=0 (i = l , . . . , n - l ) , 
(Ь' > \ej(y) = QU(y) (j = 2,...,n), 

причем любой Г 6 0j — 65-1 пересекается с Г(0;_1(у)). Положим 
п - 1 

av = S v exp [ -p 2 /Г(07')|]. 
(6.4) П - 1 

2 
Z>y = (-1Г 

i = l 

0 7 + l - 0 i l 

Л е м м а 6.1. 
(6.5) P(0) = 3 « v . 

у 

где суммирование ведется по всем у таким, что 9X(Y) = 9, при этом ряд в пра­
вой части абсолютно сходится. 

Формула (6.5) нетрудно получается формальной итерацией системы (6.2). 
Докажем абсолютную сходимость. Каждому у соответствует последователь­
ность пар чисел 

r(y) = l(rl rl), . . . , ( r ? , rS)J, 
где г) = | Г (Qj) |, а г) равно сумме длин всех Г 6 9j+i — Щ- Число у таких*, 
что г(у) = г для данной последовательности г, не превосходит Сг, где 

ri=21(ri+ri). 
i= l 

2* 
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Отсюда и из (6.4) следует, что 

(6.6) 2КК2(с*-р ) , р ' . 
Y г 

Действительно, набор {Г(9;): / = 1, . . . , п — 1}с точностью до перестанов­
ки совпадает с набором 

Эх U (в, - Q\) U . . . U (в».! - 6«_2). 
Ряд (6.6) очевидно сходится. Лемма доказана. 

Положим 
е = и г, 

гее 
и для каждого R аЪу (множество ребер двойственной решетки) положим 

(6.7) 6Д = 2 Ч , 
суммирование по всем у таким, что 

(6.8) и е = д, 
6£Y 

и положим bR = 0, если не существует у, удовлетворяющих (6.8). Заметим, 
что 

(6.9) \bR\<(Ce-t)lRK 
тде | R\— число единичных ребер в R (т. е. длина R) и 

(6.10) b^ = (e-V)^1. 

Пусть "фе случайная величина, равная 1, если все Г £ 6 присутствуют в кон­
фигурации и 0 в остальных случаях. 

Мы доказали, таким образом, теорему. 
Т е о р е м а 6.1. Для всех if>e существует кластерное разложение 

<фе> = 2 Ь д , 
причем выполнены оценки (6.9) и (6.10). 

Здесь вместо Zv мы рассматриваем Р , а в качестве 21 мы рассматри­
ваем множество ребер единичной длины. Более того, так же, как в § 1.4, 
можно убедиться, что это кластерное разложение является экспоненциально 
регулярным; поэтому из основной теоремы главы II получаем 

С л е д с т в и е 6.1. 

(6.11) |<^„ ...,гЫК(С<Н5)6(е,,-'-'еп) П » Л 
г = 1 

где б(8х, . . ., 0П) — минимальное | R | такое, что существует R с R ZD U 0f 
и набор (i?, 0!, . . ., 0П) связен. Мы рассматриваем i?, как набор элементов 
из ЭД, a 0̂  как подмножества 2Л Применение этого утверждения к анализу 
трансфер-матрицы в этом случае будет дано в другом месте. 

Случай непрерывной симметрии. Рассмотрим гауссово поле о (t) на 
2>v

f v = 3, задаваемое гауссовой мерой \ха с 
(a(t))a = a, <<т(*), G(t'))a = <p(* - *'), 

где преобразование Фурье функции ф(£) равно 
V _^ 

9(ft) = (v— 2 [cos/c*)-1, &=(&», . . . , / c v ) , 

и а — любое вещественное число. 
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Рассмотрим также поле o{m)(t) = o(mt), где т — положительное целое 
число. Соответствующую гауссову меру обозначим \лт>а. Для нее 

(6.12) { «*"*> «>" . . « -« . 
<о<™> (t), o(m) (t'))mt а = ф<™> (t — t') = ф (m* — тга*')-

ъе ф(7П)(&) функции ф(7П)(£) легко вы 

grW(ft) = [$w(u)r* и я(Л) = [ф(А)]-4 

Преобразование Фурье ф<т>(&) функции ф(7П)(£) легко вычисляется, при этом 
функции 

обладают свойством 
(6.13) g(0) = gr>(0) = 0. 

Рассмотрим теперь функции Ф(£) и Ф(Ш)(£), являющиеся преобразованиями 
Фурье g(k) и g{m)(k) соответственно. Из результатов Добрушина [7] следует 
(с помощью (6.13)), что множество крайних точек всех стационарных гибб-
совских полей с взаимодействием 

V(m) = _1_ ^ ф(ж) у _ Г) 0(т) ^ a(m> ( ^ 
2 

исчерпывается гауссовыми полями (6.12) для всевозможных а. 
Рассмотрим теперь потенциал 
(6.14) U(m) + e%u(ot), 

t 

где и удовлетворяет условиям § 1.5, ot = Tto0, где Tt — сдвиг случайных 
величин на вектор t 6 Zv, а о0 представляется следующей линейной комби­
нацией: 

(6.15) а0 = (аН (0) -а<™) (^)) — (а<™) (е2) — а<™>(*2 + е^), 
где ех, е2, е3 — координатные векторы единичной длины. 

Рассмотрим новую меру 
d\iy ^ - ^ Z y ^ x p (—8 2 u(®t)) • 

tev 

Используя результаты предыдущего параграфа, можно доказать следую­
щую теорему. 

Т е о р е м а 6.2. Для достаточно малых е > 0 и достаточно больших т 
пределы 

lim(FA) I i =<FA>(o) 
у у 

существуют и имеют кластерное разложение. Все экстремальные стационар­
ные гиббсовские поля для взаимодействия (6.14) даются формулой (а — веще­
ственное число) 

(FA\a) = (FA(o^(t) + а))(0). 
Эта теорема позволяет исследовать фазовые переходы в низкотемпера­

турном случае (большие Р), например, для взаимодействия 

PP ( f f l )+SWl. 
Действительно, заменой 

дело сводится к предыдущей теореме с е = ($-1. 
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§ 1.7. Другие разложения и задачи 

1. Вакуумные кластерные разложения. 1°. Контурные модели Минлоса — 
Синая. В фундаментальной работе [4] была построена техника контурных 
разложений не только в модели Изинга, о которой речь шла в § 1.6, но и для 
более общих случаев низкотемпературных систем с дискретным спином 
в случае спонтанного нарушения симметрии. (См. также [16].) 

2°. Случай отсутствия симметрии. Пирогов и Синай [14], [94] в серии 
работ применили технику [4] для нахождения точки фазовых переходов 
в случае отсутствия симметрии в низкотемпературных системах с дискрет­
ным спином. Ими, по существу, построено кластерное разложение для этих 
случаев. Случай отсутствия фазового перехода в этой ситуации по существу 
с помощью кластерных разложений исследовался в [93]. 

3°. Контурные модели с непрерывным временем. Такие модели введены 
в [21] и там же для них построена контурная техника в низкотемпературном 
случае, позволяющая методом [4] получить кластерное разложение. Кластер­
ные разложения для таких моделей, конечно, возможны и в высокотемпера­
турном случае. Эти модели тесно связаны с исследованием основных состоя­
ний квантовых спиновых систем. Различные расширения класса таких систем 
сделаны в [15]. 

4°. Квантовые спиновые системы. Высокотемпературные разложения 
для квантовых спиновых систем получены в [95], см. также [32]. Контурная 
техника построена Жинибром и Робинсоном. Существенные усиления и обоб­
щения сделаны в [15] с использованием контурной техники из [21]. 

5°. Системы с нефинитным потенциалом. Одномерные решетчатые 
^и непрерывные) системы рассматривались в [10], [23]. Эта же техника была 
использована в [16]. Решетчатый газ в высокотемпературном случае рас­
сматривался еще в [3]. 

6°. Фермионные модели. Фермионные модели на языке грассмановых 
переменных были введены в [79]. Кластерное разложение в высокотемпера­
турном случае для калиброванных моделей с фермионами было получено 
в [96]. Для фермионных моделей типа Юкавы на решетке любой размерности 
могут быть получены кластерные разложения с помощью сведения к настоя­
щему случайному полю (формула Мэттьюза — Салама), что ранее было сдела­
но для двумерной модели Юкавы в квантовой теории поля [72], [73]. 

Некоторые другие результаты для фермионных систем, связанные с кла­
стерным разложением см. в [8], [74], [83]—[85]. 

7°. JP(<p)-модели. Основой для исследования Х:Р(ф):2 моделей в теории 
поля является разложение Глимма — Джаффе — Спенсера [11]. Некоторые 
необходимые технические леммы см. в [57]. На решетке любой размерности 
кластерное разложение для этих моделей есть, конечно, частный случай 
результатов § 5. В квантовой теории поля сверхперенормируемые модели 
были построены в конечном объеме с помощью совсем другого кластерного 
разложения, принадлежащего Глимму — Джаффе [65], которого мы здесь 
совсем не касаемся. Исследования по модели :ф4:3? продолжающие [65], см. 
в [59]—[71]. Некоторое упрощение самого разложения достигнуто в [86]. 
Анализ трудностей этого разложения на примере иерархических моделей 
проведен Галлавотти с сотрудниками [88]. 

8°. Другие подходы в высокотемпературном случае. «Алгебраический» 
подход из монографии Рюэлля [3] обобщался на другие системы в [19], [51]. 
Ранний подход Добрушина [7] к доказательству единственности гиббсов-
ского поля был применен к доказательству аналитичности, т. е. по существу 
к получению кластерного разложения, в [26]. «Полимерный» подход см. 
в [87]. 
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Для случая систем с дискретным спином интересные двойственные раз­
ложения в высокотемпературной и низкотемпературной области выписыва­
лись в работах Грубера, Мерлини (см. библиографию в [25]). Замечание 
о приближенной двойственности см. в [20]. 

Помимо этих подходов существуют разные формальные ряды теории 
возмущений в многочисленных физических работах. 

9°. Аналитическое продолжение. В области действия теоремы Янга— 
Ли с помощью аналитического продолжения возможно получение оценки 
семиинвариантов, т. е., по существу, кластерных разложений [12]. 

10°. Квазисостояния. Так можно назвать линейный функционал 
на алгебре локальных наблюдаемых (являющийся состоянием на каждой 
финитной алгебре) и не продолжаемый до состояния на всей квазилокальной 
алгебре. Существуют, конечно, независимые квазисостояния, аналогичные 
полям с независимыми значениями. Интересно применить кластерные раз­
ложения для возмущения таких квазисостояний. 

11°. Системы с непрерывным спином при низких температурах. Первое 
такое разложение для :Р(ф):2 моделей теории поля (с двумя основными состоя­
ниями) в низкотемпературной области получено Глиммом, Джаффе, Спенсе­
ром [77]. Попытка упрощения и усиления этого разложения предпринята 
в [98], [103], где успех пока достигнут только для случая одного основного 
состояния. 

Случай счетного числа основных состояний (взаимодействие типа sine-
Gordon) рассмотрен Бриджесом [76]. Этот случай очень важен, так как он свя­
зан преобразованием двойственности с кулоновской плазмой. Результаты 
для систем с непрерывной симметрией см. в § 1.6. 

12°. Некоторые применения вакуумных кластерных разложений. О при­
менениях к анализу спектра трансфер-матрицы мы скажем ниже. По суще­
ству, все результаты для рассмотренных моделей в соответствующих обла­
стях изменения параметров получены с помощью кластерных разложений. 
Многочисленные результаты о центральной и локальной предельной теоремах 
{эквивалентность большого и малого канонического ансамбля), о которых 
мы вообще не упоминаем, анализ эффекта Хиггса [79], доказательства кри­
терия конфайнмента Вильсона [78] — [80] для различных случаев. 

Применение кластерного разложения в задачах перечисления графов 
см. в [90]. 

2. ^-частичные кластерные разложения и спектр гамильтониана в мо­
делях теории поля. Первое такое разложение получено Глиммом, Джаффе, 
Спенсером [50] для ХР(ср)2 моделей с малыми X, при этом N -> оо, если X ->- 0. 

Кластерное разложение для всех /V в некоторой области 0 < % < Х0, 
Х0 не зависит от Лг, получено для многих решетчатых моделей в главе I I I . 

Оценки семиинвариантов с ограничениями на носитель функционалов 
и более грубые оценки, недостаточные для получения TV-частичного разло­
жения, могут быть получены другими методами [12], [13], [51], [89], [18]. 
Метод [19] действует только в двумерном случае. После появления работы 
[50] Спенсером были получены кластерные разложения для двухчастичных 
ядер Бете — Солпитера [42]. Эти разложения применялись для исследования 
спектра гамильтониана в двухчастичной области [43], [45] — [47], [52], [53]. 
Определение А^-частичных ядер Бете — Солпитера см. в [48], [50]. Нетри­
виальность ^-матрицы доказана в [41], [49]. 

Техника, развитая в главе I I , по-видимому, позволяет получить оценки 
ядер Бете — Солпитера для любого N. 

Анализ спектра в решетчатых моделях основывается, с одной стороны, 
на кластерном разложении трансфер-матрицы (т. е. на полном кластерном 
разложении, рассматриваемом в главах I I , III) и , с другой стороны, на ряде 
идей работы [17]. 
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Одночастичные подпространства в моделях с ближайшими соседями были 
построены в [22], для модели с неближайшими соседями исследовались 
в [100], для калибровочной модели без фермионов — в [107]. Инвариантные 
подпространства вплоть до Л'-частичного порога выделены в [99] и проанали­
зирована структура гамильтониана в них (см. § 3.3 главы III). 

Мы выделим следующие задачи для решетчатых моделей, которые кажут­
ся реальными в настоящее время. 

1°. Выход в инфракрасную область, т. е. неинтегрируемое убывание 
корреляций. Первый важнейший сдвиг состоял бы в анализе диполь-диполь-
яого взаимодействия, т. е., на языке § 1.5, случая, когда ряд 2 I ф(0 | рас­
ходится, а ряд 2 ф(0 сходится. Этот вопрос тесно связан с кластерными раз­
ложениями в низкотемпературном случае, если имеется непрерывная сим­
метрия. 

2°. Анализ спектра решетчатых моделей — кандидатов на роль модели 
для единой теории (сильных) взаимодействий и других реальных систем 
(см. физический обзор в [101]). 

3°. Доказательство асимптотической полноты теории рассеяния Хаага — 
Рюэлля в решетчатых моделях (которая существует по [22]). 

4°. Анализ теории рассеяния в случае, если в теории есть солитонные 
секторы и теория в вакуумном секторе не является асимптотически полной. 
Это связано с поверхностью раздела фаз и поверхностным натяжением 
[28], [21]. 

Г Л А В А I I 

РАВНОМЕРНЫЕ СИЛЬНЫЕ КЛАСТЕРНЫЕ ОЦЕНКИ 

§ 2.1. Оценки семиинвариантов функционалов 
от независимого виртуального поля 

Пусть дано множество V. Пусть для любого непустого конечного А а V 
задано число /(^1). Набор чисел f(A) мы будем рассматривать как моменты 
виртуального поля. По индукции мы определим семиинварианты g(A) этого» 
виртуального поля формулой 

(1.1) f(A) = 2g(B1)...g(Bk), 
где суммирование по всем разбиениям Вх \] . . . (J Bk множества А, 

Пусть теперь V конечно и а = (Аг, . . ., Ак),— любое его разбиение^ 
Положим 

k k 
(1.2) /(а)= U f(At), g(a)=[]g(Ai). 

г = 1 г=1 

Пусть ЭД — структура всех разбиений множества V (см. дополнение). Соот­
ношение (1.1) можно записать в виде 

(1.3) / ( а ) = 2 * ( Р ) . 
Из формулы обращения Мёбиуса следует 

(1.4) *(«)= I Ии(Р,а)/(Р). 

Явное выражение для |i^(|3, а) доказано в [92]. Так, 

M P , i) = ( - i ) i p i - i ( i P i - i ) i . 
а для произвольного а получается как следствие формулы (7) дополнения-
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Пусть теперь дан граф G с множеством вершин V. (Для всех рассматри­
ваемых ниже графов будем предполагать, что между любыми двумя верши­
нами имеется не более одного ребра.) Обозначим GA, AczV — подграф гра­
фа G, натянутый на множество А вершин. Назовем Gв компонентой GAl если 
В с: А и между В и А — В нет ребер. 

Виртуальное поле j(A) назовем независимым относительно G, если для 
всякого А cz V 

(1.5) f(A) = f(At) . . . f(Ak) 
для всех разбиений (Аг, . . ., Ак) множества А таких, что GA. есть компо­
нента GA для всех i. 

Л емма 1.1. Если GAue связен и f — независимое виртуальное поле, то* 
(1.6) g(4) = 0. 
Доказательство в точности совпадает с доказательством свойства II семи­

инвариантов в § 1.1. 
Обозначим 

(1.7) Cf(A) = max\ftf(Bt)\, 
г = 1 

где максимум берется по всем разбиениям (Вг, . . ., Вк) множества А. 
Т е о р е м а 1.1. Если GA связен и виртуальное поле f независимо отно­

сительно G, то 
(1-8) \g(A)\^Cf(A).^l[3vt, 

f£A 

где vt = v\A) — число ребер в GA, инцидентных с вершиной t 6 А. 
Для доказательства этой теоремы заметим, что с помощью леммы 1.1 

можно переписать формулу (1.3) в виде 

(1.9) / ( « ) = 2 £ф) 
[3£2IG 

(определение 51G CM. В дополнении). 
Если рассматривать а в (1.9) только принадлежащие §IG, то можно 

использовать формулу обращения Мёбиуса для WG и записать для ос 6 21 G 
(1.10) *(<*)= 2 ^Яо(Р, «)/(Р). 

Л е м м а 1.2. 

(l.ii) 1^(0, 1)!<ГК-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используем следствие А.1 дополнения, обо­
значая \ V \ = п. Тогда 

(1.12) | . ^ G ( 0 , l ) ! ^ ^ , 

где тг — число подмножеств X множества ребер G таких, что | X | = п — i 
и Х н е содержит ни одного тока* 

Для оценки тг заметим сначала, что X должно быть связным деревом. 
Определим взаимно однозначное отображение ц)х множества X на неко­

торое AczV такое, что \А \ = п — 1, следующим образом. Рассмотрим 
произвольное ребро ух £ X и выберем в качестве ц>х(Ух) любую из двух вер­
шин, инцидентных уг. Предположим по индукции, что определили cp>x(Yi)> • • • 

• •> Фх(Тт) Для Vu • • ч Tm 6 ^ . Пусть Vm есть множество вершин, инци-
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дентных каким-либо из у^ . . ., 7т- Выберем у т+х таким, что одна из его 
вершин принадлежит Vm; это возможно сделать в силу связности X. Кроме 
того, обе вершины у т +х не могут принадлежать Vm, иначе {Y17 . . ., ут+1} 
содержало бы цикл, поскольку {у±1 . . ., ут} связно по построению. 

Положим q>x(Vm+i) равным той из двух вершин ут+1, которая принад­
лежит F m , если она не совпадает ни с одной из ранее определенных cpx(Yi)» • • • 
• • •> Фх(Тт)» и другой — в противном случае. 

Определим отображение урх множества V в множество всех ребер G, 
полояшв ypx(v) == Ть если (рх(Уг) = vi v 6 V, а в случае, если не существует 
такого yt, положим tyx(v) равным любому yt, инцидентному с v. \px различны 
для различных X; поэтому число всевозможных X не превосходит числа всех 
отображений множества V во множество ребер, ставящих в соответствие 
каждому v £ V инцидентное ему ребро. Число таких отображений равно 
[J vt. Лемма доказана. 
tev 

Теорема очевидным образом следует из (1.10) для G = GA, а = 1, если 
будет доказана 

Л е м м а 1.3. 

(Lis) 2 iixaG(p, 1) |< | -П 3^-

Заметим, что 

( 1 Л 4 ) НоФ, 1) = ^% ( | 5)(0. 1). 

где С?(р) получается из G отождествлением вершин, принадлежащих одному 
блоку разбиения р, т. е. вершинами С?(|3) являются блоки р. Вершины Вг 
и Bj соединены ребром, если в G существовало ребро между какими-либо 

ъ1ев1 и ь2ев2. 
Итак, согласно свойству 1 дополнения, 

^ G ( P ) ( 0 ' 1 } = № ' 1 ] ( Р ' 1 } = ^ G ^ ' 1 ) ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 1.3. Построим по индукции дерево 
@ согласно следующим правилам. 

1. Вершины @ имеют порядок 1, 2, . . ., и, и каждая вершина окра­
шена в красный или голубой цвет. 

2. Каждой вершине t соответствует ровно один граф G($t), $t 6 S2IG> 
и подмножество Dt вершин G($t)-

3. Вершина порядка 1 единственна. Она красная. Соответствующие ей 
G(Pf) = G и Dt = 0. Эта вершина является наивысшей вершиной дерева @. 

4. Над каждой вершиной порядка к (А-вершиной) лежит ровно одна 
(к — 1)-вершина. 

5. Пусть А:-вершина t построена, и ей соответствуют G($t) и Dt. 
Пусть vt(E>) есть число ребер G($t), инцидентных с вершиной I графа 

£?(Рг). Пусть £1? . . ., £m — все вершины G(P^), не лежащие в Dt, и пусть 

Под t построим не более i^(£i) красных (к -f 1)-вершин и не более одной 
голубой (к + 1)-вершины. 

Голубой вершине соответствует тот же 6г(Р*)> что и t, а к Dt добавляется 
вершина ^ (если т Ф 0). В случае т = 0 голубая вершина не строится. 

Исходя из 6?(Pf), можно построить новый граф G{$t>) не более vt (gx) 
способами, если отождествлять ^ с одной из вершин G(|3^), соединенной с £х 
ребром и не лежащей в Dt. 
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Каждый] такой G(fV) будет соответствовать построенной красной 
ik + 1)-вершине. Dt> для этой вершины совпадает с Dt для t (это определе­
ние корректно, поскольку при построении G(fV) мы не отождествляли вер­
шин, принадлежащих Dt). 

П р е д л о ж е н и е 1.1. Для всякого Р 6 S G найдется красная t g @ 
такая, что р — $t. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 1 л ^ г ; 2 ^ . . .^.vn для вершин 1, ... 
. . ., п графа G. 

1-й с л у ч а й . {1} образует отдельный блок р. В таком случае построим 
голубую вершину t порядка 2 с $t = О и соответствующим Dt, имеющим 
одну вершину. 

2-й с л у ч а й (противоположный первому). При построении красных 
вершин порядка 2 выберем из них любую такую £, что G($t) получен из G 
отождествлением двух вершин, лежащих в одном блоке разбиения р. При 
этом р ^ р и Dt = 0 . 

Таким образом, мы свели задачу к случаю, когда граф имеет на одну 
вершину меньше. Доказательство завершается индукцией. 

Положим для каждого t 6 @ 

Т*= П vt(l). 

Пусть t есть /с-вершина, f — (k -f 1)-вершина под t. Если t' голубая, то по 
построению, 

(1.15) yt = YP-
Если £' красная, то 

м iR\ л, л, ^ M £ i ) + M5r)—2^. 
vt(ti)vt(tr) ^ М Ь ) ' 

где Нг — вершина, с которой отождествлена 1± при построении G(Pr). 
Из (1.16) получаем 

(1.17) "2тГ*'<2у„ 

где суммирование берется по всем красным (к -{- 1)-вершинам, располо­
женным под t. Следовательно, 

2 7*<2 2 Yt + 2 2 Т«< красным t красным t голубым t порядка fc-И порядка к порядка к 

<2 2 Ъ + 2 2 . Y* + 2 2 . Yt<-..<2 2 .7*. 
Положим 

красным t красным t голубым * красным t 
порядка & порядка ft-1 порядка к—1 порядка ̂ fe 

Имеем 
красным t 
порядка к 

к 

г = 1 
откуда следует, что ak^:3ha1. 

Учитывая предложение 1.1, лемму 1.2 и (1.14) имеем 

3 п 

2 ИР, i)i< S т*<%23*<тП3^ 
Ag$G красными fe=l i = l 

Лемма 1.3 доказана. 
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§ 2.2. Оценки числа пересечений 

Пусть дана совокупность а конечных (не обязательно попарно различ­
ных) множеств Аг, . . ., Апа Zv. Определим vt = vt(a) — число Aj (j = 
= 1, . . .,тг) таких, что.4* f] А$-ф 0 ; ut = i^(a) — число^4^ (/ = 1, . . ., п) 
таких, что At = Aj. 

Т е о р е м а 2.1. Существует константа С, зависящая только от v 
и такая, что для всякого X и каждой системы а = (Аи . . ., AN) 1-связмых 
конечных подмножеств V 

(2.1) С 2 М*| + 2 1 п и , > 2 ln^i." 
г = 1 г=1 i = l 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Удобно использовать следующие обозначе­
ния. Разобьем а на классы эквивалентности: A t и Aj эквивалентны, если они 
совпадают как множества. Совокупность всех классов эквивалентности обо­
значим jy. Обозначим Jkk совокупность всех классов эквивалентности мощ­
ности к; Л? — совокупность всех классов эквивалентности таких, что если 
At принадлежит одному из этих классов, то | At \ = г; Jkr

k — совокупность 
классов эквивалентности, состоящих из к элементов, каждый из которых 
имеет мощность г. 

Положим 
а * = И ь | , а г ~ М г | , *.к=\Ж1\. 

Пусть ahT.k>r> есть число пар (х, %'), % 6 А\, %' €Ж' таких, что (каж­
дый) представитель класса % имеет непустое пересечение с (каждым) предста­
вителем %'. 

Нам понадобятся следующие очевидные свойства этих чисел: 
1. (симметрия) OCkr; k'r* = &h*r'\ kr 

2. (нормализация) 2&aft = 2 kakr = N. 
k ft, г 

3. Пусть фиксировано At. Тогда число классов в Jhf', элементы которых 
имеют непустое пересечение с At, не превосходит 

М, |С. 
Это следует из леммы 3.1 главы I. 
Теперь мы можем переписать (2.1): 

N 
(2.2) С 2 г/са£ + 2 й а £ 1 п А > 2 In у,. 

ft, г ft, r 1=1 

Из определений следует, что 

(2.3) 2 vi = к 2 А'алг, ft'r*» 
. .г ft', г' 

где суммирование в 2 п 0 всем г таким, что Д* является представите-
г: <Ж\ 

лем класса, принадлежащего Jk\. Следовательно, 

к ZJ fe'aftr; ft'r' 
(2.4) 2 1 п ^ < / с а П п - ^ 

i : **j? ,г< /ca f t r 
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Здесь мы использовали неравенство 

<М) * . • • * < ( * ) * 
для всех 7i, • • м Tft таких, что ух + . . . + Уи = 7> V > °-

Согласно (2.4) достаточно доказать, что 
(2.6) С dN + ^kar

klrikar
k^kar

kln$kr, 
ft,r ft,r 

где 
iV 

Р ы = 2 k'akr;k>r' и d = J _ 2 M*l 
ft',r' TV i = l 

есть средняя мощность системы Аг, . . ., AN. 
Из свойства 3 следует, что 

2 vkr-k.r> <r 'C ra£, 
ft 

и поэтому 

(2.7) 2 Р ы = 2 i ' S ^ k ' r ^ 2 k'r'C'aZ^&dN. 
x ' ft ft',r' ft ft', r ' 

Обозначим 6ft7. = &а£ и будем доказывать, что 

(2.8) C d t f + 2 6ferln6ftr>2 Sftrlnpftr 
4 ' ft, r ft, г 

при условии (2.7). 
Для фиксированных г и 6fer 

2 8kr In pfer 
ft 

достигает масимального значения, когда pfer пропорциональны 8kr. Доста­
точно доказать это утверждение для случая 

6ft r Ь Pft г + Sft?r In pfefr 

с фиксированной суммой Р = Рь г + Рь г и фиксированными 8k.r. Но это 
результат простого вычисления. 

Из этого утверждения следует, что 

2 Р*Г 

(2.9) 2 8 f e r lnp f e r <2 8krln8krj—- < ^ 8kr lnkrC^dN , 

где 
s r =2Sf t r . 

ft 
Согласно (2.9) достаточно доказать, что 
(2.10) CdN+218kTln8kr>218krlnbbrCr dN ^ 

ft, г ft, г ° г 

или, эквивалентно, что 
(2.11) С й > - 2 б г 1 п б г , 

хгде бг == ЬТШ удовлетворяет условиям 
2 б г = 1 ; ^\rbT = d. 
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Но 
(2.12) - 2 6 r l n 6 r < l n e d = d 

есть известное свойство энтропии. 
В то же время 

(2.13) - 2 Мпбг< 2 гбт+ 2 -£- <м 

Первое неравенство в (2.13) следует из альтернативы: либо 

и тогда 
— б г1пб г^б г-г , 

либо 
S r « T r , 

тогда 
— бг In бг < г/ег 

(так как х/ех монотонно убывает по х). 
Тогда (2.11) следует из (2.12) и (2.13). Теорема доказана. 
Т е о р е м а 2.2. Существует С >> 0 такое, что для всякой системы 

А\ч . . ., А у̂ 

(2.14) С 2 dM + 2 l n « , > 2 Ь»|. 
i = l i = l i = i 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательство проводится так же, как в тео­
реме 2.1, со следующими изменениями: J? обозначает совокупность всех 
классов, каждый представитель которых At имеет dA. = г. Свойство 3 сле­
дует из леммы 3.3 главы I. Теорема доказана. 

Пусть теперь даны система jy, состоящая из N не обязательно различ­
ных конечных подмножеств Аг, . . ., ANa %v, и т попарно различных 
точек tl9 . . ., tm £ZV . 

Разобьем систему jy на классы двумя различными способами. Первоа 
разбиение а15 . . ., ап таково, что 

ai U . . . U «п = Jk, at П а/ = 0 Для 1Ф1 
и все Aj, принадлежащие одному at, совпадают как множества, но если Аь 
ж А] принадлежат различным классам, они различны. 

Второе разбиение б17 . . ., б т таково, что для всякого i любое Ak 6 бг-
содержит точку tt. 

(Второе разбиение не определяется этим условием однозначно. Будем 
рассматривать произвольное такое разбиение, предполагая его существо­
вание.) 

Л е м м а 2.1. Во введенных обозначениях 
п т N 

(2.15) У | а г | 1 п | а г | < 2 | 6 , | l n | 6 , | + 2 \At\. 
i=l i = l i = l 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

kti = I а, П fy |. 
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Тогда 
т 

(2.16) 2 №^\Ь)1>?>к„1пки. 
i = l i, з 

Рассмотрим класс at. Пусть существует в точности г классов S7l, . • ... 
. . ., 8j таких, что 

а* П 8; ,^ 0, . . ., аг П fyr¥= 0-
Тогда для А 6 а* I -4 | ^ г . 

Поскольку 

то согласно энтропийному неравенству 

2 ^ 1 n f t w > - ^ « L l n J ^ - = |a J | lnJ2iL. 
i 

Так как 
2 И1>1«||г, 

то 
(2.17) S Ml + S ^ u ^ ^ X ^ l l n l a , ! . 

А£аг j 

Из (2.17) и (2.16) следует (2.15). 
Из этой леммы и теоремы 2.1 получаем 
С л е д с т в и е 2.1. Пусть даны N 1-связных {не обязательно различных) 

конечных подмножеств А1У . . ., ANcz *1У§,и т попарно различных точек 
1̂» • • •* tm 6 ^ V » 

Тогда 
N1 т N 

С 2 И||+'2| |6, |1п|в, |>2 In*, 
С л е д с т в и е 2.2. Если отказаться от требования 1-связности мно­

жеств An . . ., A N в условиях следствия 2.1, оставив все прочие требования, 
то 

N т \N 

с 2 ^ + 2 I6il l nl6il>2 in», 
giV m N 

С 2 <*А|(И)+ 2 \&ЛЩ^\ > 2 lni;,. 
i=i - fi=i i=i 

Это следует из теоремы 2.2, леммы 2.1 главы II и неравенства (3.2) гла­
вы I. 

§ 2.3. Равномерные оценки семиинвариантов функционалов от поля, 
имеющего экспоненциально регулярное кластерное разложение 

В этом параграфе будет предполагаться, что мера \х имеет экспоненциаль­
но регулярное кластерное разложение в смысле § 1.2 

(3.1) <1>в> = 2 ь л . ьл = ь я 0 Ы . 
Мы будем предполагать выполненными условия (2.3), (2.4) и, в частности, 

(3.2) \ЪЙ№в)\<С№в)(Ск)**(*,В\ 
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Пусть даны локальные \pBt, . . ., -фв . Назовем сечением £ функцию» 
которая каждому непустому D cz {1, . . ., п) сопоставляет R = £CD)cz Zv 

такое, что: 
!• ^ШшСФвг)^0 Дл я в с е х * = 1> . • • )« • 
2. С(Л)=и £({*})• 

Определим граф С?£ с вершинами {1, . . ., ?г}, соединяя пару вершин 
г и / ребром тогда и только тогда, когда 

IBi U «{*»] П 1 ^ U £({/})] ^ 0 . 
Для заданных \|)Bl, . . ., г|)Бу1 и £ определим виртуальное поле /^ф) на 
{1, . . ., п) индукцией по мощности D. Если подграф/^ графа G^, построен­
ный на множестве вершин D, несвязен, и Ка — все его связные компоненты, 
то положим 

(3.3) /с(Я) = П/с(*«)-
а 

Если же D^ связен, то положим 

где m^(D) — число различных ограничений £,'D на D всевозможных сечений 
£' таких, что 

(3.5) С(Я)=Ш'({*». 

и граф D^ связен; 6д определено в формуле (2.3) главы I. 
По определению для всех £ f^0) является независимым виртуальным 

полем относительно графа G^. 
Т е о р е м а 3.1. Если \х имеет экспоненциально регулярное кластерное 

разложение, то при достаточно малых X выполнена следующая оценка: 

2 *вгт 

(3.6) (СК)**{В1'-'Вп)йщш 

где Сф = Су({1, . . ., п}) определена в (1.7) главы II, где 

(3-7) /(£)=<[WB i /-

Остальная часть этого параграфа посвящена доказательству этой тео­
ремы. 

Для заданных моментов ft,(D) виртуального поля можно определить 
семиинварианты g^D), используя (1.1) из главы II. 

Л е м м а 3.1. 
(3.8) <я|>В1, - .^*3n> = Sf t ({ l* . - . . и » . 

Действительно, по определению, 

(3.9) <фВ1, . . . , W = 2 / ( 0 i ) - -. / (^0 ( — I)*"1 (Л—1)1 
и 

def 
(3.10) WBl, . . . , W t = *t({l> •••,»}) = 

= S / t W ••• / £ (^ ) ( - i ) f t - 1 ( f c - i ) ' , 
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где в (3.9) и (3.10) суммирование происходит по всем разбиениям (D±1 . . . 
. . ., Dk) множества {1, . . ., п}\ поэтому для доказательства леммы доста­
точно показать, что 

(3.11) / (D2) . . . / (Dk) = 2 U (А) •. - к Фъ) 

для любого разбиения (D1? . . ., Dk). 
Подставим в левую часть (3.11) разложение (3.1) для /(D). Тогда слева 

мы получим сумму членов вида 
(3-12) 6Л1 (fDl) ...bRk (fDk). 

В правой части (3.11) рассмотрим только те £, для которых 
Rt = £(Df) для i = 1, . . ., к. 

В силу (3.3) и (3.4) соответствующие левые и правые части равны. Лемма 
доказана. 

Воспользуемся теперь независимостью виртуального поля /^(D). Тогда 
(3.13) • gt(D) = 0, 

если подграф D^ графа G& натянутый на вершины из D, несвязен; поэтому 
можно использовать формулу обращения Мёбиуса (как в § 2.1) для струк­
туры 31G Функцию Мёбиуса этой структуры будем обозначать JJ^. Имеем 

(3.14) <фВ1, . . . , ч>Вп>с = 2 н (б, 1) /с (Dx) . . . /с (Dh), 
б 

где суммирование по всем разбиениям 6 = (D1? ..., Dk) £ 2IG • 
Отсюда, используя (3.8), (3.13), лемму 1.2 главы II и формулу (1.14) из 

главы II, имеем 

(3.15) |(г|)Б1, . . . f 1 W K 2 1 S П ^i:(C, 6) / ; (£ , ) , 

где в 2 ' суммирование по всем £ таким, что 6^ связен; ^ (£, б) — число 
7 = 1, . . . ,& таких, что 

[£ (D,) и ( U Я/)] П К (Ду) U ( U Вг)] Ф0. 

Правая часть (3.15) не превосходит выражения (мы используем (3.4), (3.3) 
из этой главы и (2.3) из главы I) 

(3.16) S 2 П \Ьщ ( П *Bl)\vt (Яг, ..., Rh), 
a R±% . . ., Rk i = l lea. f 

где vt(Ru . . ., Rk) — число j = 1, . . ., к таких, что 
(Я, иS,) n (Д, \)В,)Ф0, St = и Я,. 

Суммирование в (3.16) по всем разбиениям а = ( а ь . . ., ak) множества 
(1, . . ., п) и всем i?i, . . ., Rha 1V таким, что: 

1. Граф G(i?i, . . ., Rk) с вершинами {1, . . . , & } и ребрами между вер­
шинами i n / , если 

(Ri{jBi)f}(Rj{jBj)^0, 
является связным. 

2. Для некоторого £ 

Д* = £(«*) (* = 1, . . ., Л) 
и граф Gs (at) связен. 
3 Успехи матем. наук, т.. 3 5, вып. 2 
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Выражение (3.16) может лишь увеличиться, если мы заменим условие]2 
на более слабое условие 

2'. Для всех i = l , . . ., к существует набор Tt множеств из Я такой^ 
что набор (I\; Bi, I £ at) связен, и Tt =• Rt. 

Будем оценивать (3.16) в условиях 1 и 2'. Используя (3.2), имеем 
k 

(3.17) [] |ьВ|(П W l < c * № = 1 

i= i tea. 

Для всех а и всех i = 1, . . ., /с выберем точку ^(ос), являющуюся первой 
в лексикографическом порядке среди точек Bt. Пусть 

•П(а) = (*i(°0> • > *ь(«)) 
— набор этих точек для данного а. Положим 

и{'ц) = У11пии *ет) 
где ut — число t' 6 Л таких, что £ = £'. Используя следствие 2.2, мы получим 

ft 2 d
Qi(2t) 

(3.18) П ^ ( Й 1 , . . . , # * ) < е х р И л ( а ) ) ] С г = = 1 

г = 1 

где 

Ввиду условия 2' 

(3.19) ^ ( И ) < 6 В 1 ( И , о,) + %4(Ш)< 
<8R . (2I, «*)+ 2 ^ ( Я ) + ^ ( Д , , Zf а,) . 

Тогда 

(3.20) S <*«« (И) < S 6Hi (?I, а,) + 2 dBj (Я) + <*я № , . . . , Вп). 

Заметим, что нам нужна лишь существенно более слабая оценка, чем (3.20)^ 
в которой правая часть (3.20) умножена на некоторую константу. 

Используя (3.17), (3!18), (3.20), мы видим, что (3.16) можно оценить 
выражением 

(3.21) С ф е х р [ 2 dBi(St)lnC + d a(fi l t . . . , 5 n ) l n C ] x 
г = 1 

X 2 ехр [и (т, (а))] 2 ехр [ 2 бд* (Я, af) In (АС)]. 
a Hi , . . . , Н Л г = 1 

Просуммируем теперь по всем R±, . . ., Rk, удовлетворяющим условиям 
1,2', при фиксированном a 

2 6 H f (2b a i ) S lB | ! 
(3.22) 2 (CA)i==1 < СГ 1 (C2X)U* 

B i , . . . , В Ь 

dOT(JBb . , . , B n ) 
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Это утверждение более слабое, чем лемма 4 § 1.3. Тогда (3.21) ограничено 
выражением] 

(3.23) Cyexp[S dBiminC + d^(B1, . . ., Вп) In (C%)] 2 ехр [и{х\ (а))]. 
i = l a 

Оценим последнюю сумму. 
Пусть |Зг (i — 1, . . ., яг) — группы совпадающих точек среди sl9 . . . 

S 

IPl I + . . • + IPm I = Л, 
где st — первая в лексикографическом порядке точка множества Bt. Зану­
меруем Рг т&к> чтобы для любых 1 ̂ i < / ^ я г точка $; g р^ была меньше 
(в смысле лексикографического порядка), чем Sj £ Р/. 

Всякое разбиение ос индуцирует разбиения множеств рь- поэтому 
(3.24) 2 ехр [и (г] («))] = 

ОС 

= 2 2 2 ... 2 I S ^ ' I ^ . . . \ьт\™. 
6i C6J, б2) (6J, вя) (б^, бт) 

Здесь бх есть всевозможные разбиения рх; (6ft, 6ft) — всевозможные разбие­
ния Р&, 2^&^яг ; 8h обозначает те блоки разбиения (б^, 6fe), которые дают 
вклад в оцениваемую сумму; | 8k | — количество таких блоков; б̂  — блоки 
разбиения (8&, 6ft), не дающие вклада в сумму. 

Поскольку число способов построить разбиение 8'k множества из j k 
фиксированных элементов такое, что блоки 6fe не дают вклада в сумму, 
не превосходит 

(3.25) 22ift(2/ft)!/(/ft)!, 
сумма (3.24) не превосходит 

Ifcl IPsI 

6i j2=o 62 i3=o 
IPml 

б3 im=0 6 m 

где 2 означает суммирование по всевозможным разбиениям множества из 

' Рь I — /А элементов. 
Так как 

V r 'ft /4 (2/ft)l V ,o , l f i f t l ^ . r IPf t ' ,o ,13ft/ 
2 J 6iPfti4 -(7^)-r 2 J l6fel < c 1Рл1 > 
ъ=° 6ft 

то сумма (3.25) не превосходит 
m 

с "П1Р«1 , Р | 1 . 
2 = 1 

Отсюда, учитывая, что 

[JiP/'^lb.. 
2 = 1 2 = 1 

получаем согласно теореме 2.2 главы II и неравенству (3.2) из главы I резуль­
тат теоремы. 
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Дополнение к главе II. Вычисление функций Мёбиуса структуры 

С целью сделать эту статью независимой, мы даем здесь полный вывод 
явного вида функции Мёбиуса для структуры разбиений связного графа. 
Мы следуем в основном Рота [92], исправляя неточное доказательство основ­
ной теоремы. 

Структуры. Пусть дано конечное частично упорядоченное множество Р 
с отношением порядка ^ . Верхняя грань множества X а Р определяется 
как элемент р £ Р такой, что х^.р для всех х 6 X, Наименьшая верхняя 
грань (н. в. г.) есть верхняя грань, которая ^ всех других верхних граней. 

Р называется структурой, если любые два элемента р±, р2 имеют н. в. г. 
Pi V P2 и наибольшую нижнюю грань (н. н. г.), определяемую двойствен­
ным образом. 

Далее Р всегда предполагается структурой. Наибольший и наименьший 
элементы Р обозначаются 0 и 1 соответственно. 

П р и м е р 1. Р = Ш есть множество всех разбиений а = (Аг, . . ., Ah) 
множества {1, . . ., п}, причем а ^ | 5 = (Бх, . . ., Вг), если каждый 
блок At разбиения а содержится в некотором блоке (3. 

П р и м е р 2. Пусть G — связный граф, множество вершин которого 
есть {1, . . ., п} и пусть 9lGci S$ е с т ь множество всех разбиений а = 
= (Ах, . . ., Ak) таких, что каждый блок At есть связный подграф G. 

Легко убедиться, что ЭД и 91G —- структуры. 
Элементарные сведения о функциях Мёбиуса. Рассмотрим множество 

всех (комплексных или вещественных) функций /(я, у) двух переменных 
х, у £ Р таких, что /(#, у) может быть отлична от нуля, лишь если х^.у. 
Это множество функций образуют алгебру (инцидентности) над числовым 
полем с обычными сложением и умножением на скаляр и с умножением типа 
свертки 

(1) h(x, у)= 21 f(x, z)g(z, у). 
z: x^z^y 

Эта алгебра имеет единицу — символ Кронекера 8{х, у), ^-функция опре­
деляется как 

Г 1, если х^у, 
£ (я» У) = \ А 4 ' \ О в остальных случаях. 

Л е м м а А. 1. ^-функция обратима в алгебре инцидентности. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим функцию Мёбиуса \хР = \х(х, у) 

структуры Р индукцией по мощности сегмента 

[х, у] = {z: x^z^y}: 
( [l(x, S) = l , 

(2) i \x(x, y ) = — S H(*> *)• 
^ z: x^z<y 

Легко убедиться, что \i£, = t,\i = 6. 
Л е м м а А. 2 (формула обращения Мёбиуса). Пусть f(x) — функция 

на Р и 
g(x)=Hf(y). 

у^.х 
Тогда 

(4) /(*)= S g(y)pP(y, х). 
у^х 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . 

2 Si(y) V (У, 'х) = 2 2 / W |х (г/, ж) = 

= 2 2/(*)£(*, УМУ, *) = 2/(*)б(«, «)=/(*). 
Следующие свойства функций Мёбиуса, необходимые нам в дальнейшем, 

легко следуют из определения (2). 
1. Пусть z, z' 6 [я, у]. Тогда 
(5) \iP(z, z') = \i[x,y](z, z'). 
2. Пусть Р* — частично упорядоченное множество, двойственное к Р 

(т. е. Р* совпадает с Р как множество, а отношение частичной упорядочен­
ности заменено на обратное). Тогда 

(6) \хР(х, у) = \хР*(у, х). 
3. Пусть Р X Q декартово произведение структур Р и Q, т. е. множе­

ство пар (р, q), p (z P, q d Q, причем (рг, q1)^(p2^ #2) тогда и только тогда, 
когда Рг^р2 и gi<g2-

Тогда 
(7) JAPXQ((PI» ?I), (Рг^2)) = М Р и Р2)М?1» 92)« 
4. (Принцип включения — исключения.) Пусть Р — структура всех 

подмножеств х некоторого множества; х <С у означает х^у. Тогда 

(8) . М * . У) = (-1)""~ | я ' , 
где | х | есть число элементов в х. 

Это следует из того, что Р изоморфна произведению двухточечных сег­
ментов [0, 1], где О <С 1. 

Соответствия Галуа. Пусть Р и Q — две структуры. Соответствием 
Галуа между Р и Q называется пара отображений р: Р-> Q и zt: Q->~ Р 
такая, что 

1. р и л меняют порядок; 
2. п(р(р))^р и p(n(q))^q для всех р £ Р, q £ Q. 
Л е м м а А. 3. Пусть л, р задают соответствие Галуа. Пусть, кроме 

того, n(q) = 0 тогда и только тогда, когда q = 1. 
Тогда 
(9) М О , 1)= 2 |ip (0, а). 

а: р(а)=0 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения соответствия Галуа следует, 

что п(х)^Ь тогда и только тогда, когда х^.р(Ь) (так как к(х)^Ь влечет 
за собой х^.р(л(х))^р(Ь) и обратно). Иначе говоря, это означает, что 

(10) 2 6 Р ( Я ( * ) , a) = k ( z , р(Ь)). 

Зафиксируем ж и рассмотрим £Q(#, р(Ь)) и бР(л(;г), а) как функции на Р 
(от Ъ и а соответственно). Применим к (10) формулу обращения Мёбиуса 

(И) бР (л (ж), 0) = 2 £д (ж, р (a)) iiP, (a, 0) = 

2 £Q («, р (a)) \iP[(0, а). 
а > 0 

а>0 

Положим п = £ — б. Из условия леммы следует, что 
8Р(я(х), 0) = 1 — nQ(x, 1). 
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Перепишем (И) в виде 
1 — nQ {х, 1) = £Q (Х, Р (0)) + 2 lip (0, a) lQ (х, p (а)). 

а>0 

Поскольку р(0) = р(я(1)) = 1, то t,Q(x, p(0)) = 1. Следовательно, 
— Щ (х, 1) = 2 М-Р (0, a) £Q (Ж, р (а)). 

а>0 
Так как \х = б — [хгг, то 
^Q (0, 1) - - 2 R> (0, ж) nQ (х, 1) = 

= 2 2 VQ (0, х) UP (0, a) £Q (х, р (а)) == 
0 < х < 1 а>0 

= 2 М°> a)6Q(0, р(а))= 2 М°> «)• 
а>0 о: р(а)=0 

Л е м м а А. 4. Пусть L — структура, а подмножество Rcz L таково, 
что 1 £ R, 0 £ i? u &/ш каждого х £ L, х Ф 0 найдется у ^ R такое, что 
у^.х. Пусть к^2 и qk — число подмножеств Xa R таких, что \ X \ = к 
и н. в. г. X есть 1. 

Тогда 

(12) iiL(0, 1) = ga — g8 + ?4 — - - -
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим в лемме А. 3 Q = L*, Р — струк­

тура всех подмножеств i?. 
Введем я (я), х £ Q, как множество элементов у £ R таких, что у^.х. 
Для i c i ! положим р(Л) равным н. в. г. А в L. Тогда (12) следует 

из (8) и леммы А. 3. 
Явное вычисление функции Мёбиуса. Определим ранг г(р) элемента 

р £ Р как максимальное число г минус 1 такое, что существует последова­
тельность хг, . . ., хТ £ Р такая, что 0 = хг < х2 < . . . < хт = р. Эле­
менты ранга 1 называются атомами. 

Пусть R есть множество атомов Р. Р называется геометрической струк­
турой (или М-структурой), если: 

1. Любой элемент Р является н. в. г. некоторого множества атомов. 
2. Если р — атом, а — произвольный элемент, то либо р^а, либо 

р у а покрывает а (т. е. не существует элемента х такого, что а<С х < р \j a). 
Другие эквивалентные определения даны в [105]. 
Множество атомов X называется независимым, если г (н. в. г. X) = 

= | X |, и порождающим, если н. в. г. X равна 1. 
В геометрической структуре с г(1) = п — 1 всякое независимое порож­

дающее подмножество атомов содержит в точности п — 1 элемент. 
3 а м е ч а н и е А. 1. Нетрудно доказать, что И и SSLG геометрические 

структуры. Последнее свойство легко доказывается для них непосредствен­
но (поэтому мы не станем доказывать его в общем случае). Если между каж­
дыми двумя вершинами графа G проходит не более одной линии (ребра), 
то множество атомов $ G можно отождествить с ребрами G: разбиение а 
является атомом, если все его блоки содержат по одному элементу, за исклю­
чением одного, который содержит два элемента; отождествим а с ребром, 
проходящим через эти два элемента. 

Подмножество атомов Т называется током, если Т не является независи­
мым, но все его (собственные) подмножества независимы. 

З а м е ч а н и е А. 2. Т есть ток в §[С5 если соответствующее множе­
ство ребер G (построенное в замечании А. 1) является замкнутым путем без 
самопересечений, т. е. каждая вершина G инцидентна 2 или 0 ребрам Т. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Такой путь С не является независимым, 
поэтому если Т ZD С, то Т = С. * 

Предположим теперь, что множество всех атомов Р занумеровано 
каким-либо образом: %, . . ., ak. 

Если 
T = {ail, . . ., ah} 

— ток, i± < . . . < ih то 

называется разомкнутым током. 
Через Ф"1^') обозначим некоторый ток Г такой, что ф(Г) = Г'. Оче­

видно, в ситуации замечания А.2 такой ток единствен. 
Т е о р е м а А. 1 (Рота). Пусть Р — геометрическая структура. 

Тогда 
^ ( 0 , 1) = ( —l)-(i> ml9 

где т± есть число подмножеств Ха R множества атомов, таких что: 
1. I X | = г(1); 
2. X не содержит разомкнутых токов. 
Д о к а з а т е л ь с т в о х). Для фиксированной нумерации элементов 

множества R всех атомов мы можем занумеровать множество всех разомкну­
тых токов Т[, . . ., Т'о таким образом, что 

(13) f(T'i)<f(Tj), если * < / , 
где f(T') = ik есть номер (в зафиксированной нумерации R) последнего 
атома в Т' = {а^, . . ., a if t}, ц < . . . < ^ . 

Обозначим 7?) — множество всех порождающих подмножеств X a R 
таких, что |Х|=У и X не содержит Т[, Т\, . . . , Г$; i?}'A — множество всех 
порождающих подмножеств XczR, таких, что [X\=jt X не содержит 
Z"i, . , . , r j _ i , но содержит ток ф-1(Г|); i?J'в — множество всех порождаю­
щих подмножеств X cz R таких, что | Х | = у , X не содержит Т\, . . . , Г|_1, 
содержит r j , но не содержит ф " 1 ^ ) . 

Тогда для i = 0, 1, . . . имеем 
(14) \Rj\ = \Ri+l] + \Rj+i'A\ + \Ri+l-B\. 
Докажем, что для всех i = 0, 1, . . . 

(15) fXp(0)l) = | ^ | - | i ? 3
i | + | J R 4

i | - . . . 
индукцией по i. Для i = 0 — это утверждение леммы А. 4. Для всякого 
г > 0 по индукции и согласно формуле (14) имеем: 

ti (0, 1) = 1ЛГ1! - liJr1! + 1ДГ1! - • • • = 

-(\Rl'B\-mA\)+... . 
Ho | Щ>А | = 0, поскольку ток не может содержать в точности два 

элемента (всякие два атома образуют независимое подмножество). 
Определим взаимно однозначное соответствие £ между R)'в и i?*+i 

х) Доказательство, данное в [92], не вполне корректно. Но идеи его могут быть вос­
становлены, что и сделано. 
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следующим способом: для Х£Нг/в положим 
£(Х) = хи(ч>-ЧП)-т\). 

£(Х)6-й}+ь так как элемент сц = <р~1 (Г-) — Т\ не может принадлежать 
ни одному из Т\, ...,T\_i согласно выбранной нумерации системы 
разомкнутых токов. Если при некотором j<i ak£T'j, то /> / (Г$) :> 
> / (Tj)^k. Из (15) при i = a следует 

М О , 1)== (—l)"cl)!^?<i)f, 
так как если X не содержит разомкнутых токов (а следовательно, не содер­
жит вообще токов), то X независимо. Поскольку I в то же время является 
порождающим, оно содержит в точности г(1) элементов, поэтому | R° \ = 0 
для / Ф г(1). Теорема доказана. 

С л е д с т в и е А. 1. В ситуации замечания А. 2 
haG(°, l) = (-i)B-1m1, 

где тг есть число подмножеств X ребер G таких, что \Х\ = п — 1иХне 
содержит разомкнутых токов. 

Г Л А В А I I I 

КЛАСТЕРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ТРАНСФЕР-МАТРИЦЫ 

§ 3.1. Трансфер-матрица и ее кластерность в высокотемпературном случае 

Рассмотрим множество Г0 X Ъ = Г, где Z — одномерная решетка, 
а Т0 — произвольное счетное множество. Далее мы будем отождествлять 
Г0 и Г0 X {0}с: Г; пусть Tt = Т0 X {*}. 

Мы будем предполагать, что Т0 является решеткой (не обязательно 
целочисленной) в 1RV, т. е. счетным подмножеством [Rv, инвариантным отно­
сительно сдвигов на v линейно независимых векторов (однако многие резуль­
таты верны без этого предположения), 0£Г0 . 

Пусть теперь [i — мера на й = [RT, инвариантная относительно сдвига 
на вектор (0, 1) £ Г0 X Z. Пусть 2 — стандартная а-алгебра на Q, 2 0 = 
^ 2 Г о -

Физическим гильбертовым пространством назовем Si = L2(Q, 2 0 , \i). 
Пусть Р$р — ортогональный проектор на $£ в L2(Q, 2 , \х). Пусть U1 — 
оператор сдвига на вектор (0, 1) в L2(Q, 2 , |я). 

Трансфер-матрица (стохастический оператор) 9х определяется, как 
оператор в Si: 

(1.1) ? = PmUJ>m, 

$F имеет матричные элементы 
(1.2) (ь, Г5,) д а = <ЕХ (c / iy) , Ei, Е2 e #е, 

где <•> = <.)ц. 
Если [1 задает марковский случайный процесс в направлении «оси вре­

мени» Z, то 
(1.3) (Ei, ^ E * ) ^ = <Ei(ff?E.)>. 

Во многих случаях можно показать, что 
1. $р самосопряжен, 
2. F > 0. 
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Эти факты связаны со свойством положительности Остервальдера — Шре­
дера (см. [81]). 

Теперь мы будем предполагать, что находимся в условиях § 4 главы I, 
т. е. |л есть возмущение независимого поля; при этом на систему §1 мы 
наложим одно дополнительное ограничение: проекция любого^! £ 91 на ось Ъ 
имеет диаметр, не превосходящий 1. Это обеспечивает выполнимость (1.3). 

Определим специальный базис в $£. Этот базис возник в эргодической 
теории (см., например, [108]) и использовался в случае v = 1 при исследо­
вании спектра трансфер-матрицы в [17]. 

Обозначим через ШТ подпространство в L2(Q, 2Л , |i0), ортогональное 
к константам. Пусть gx

m (п = 1, 2, . . .) — ортонормированный базис 
в $6Х\ причем (| gg} |р)0 существуют для всех р > 0, х £ Г0. 

Пусть Т0 вполне упорядочено некоторым отношением < . Если Т0 = Z, 
то это обычный порядок, если Т0 = %У, то лексикографический. Обозначим 

Т0,х = {у: У е Т0, у<х} 
и Рх — ортогональный проектор в $£ на L2(Q, 2 Г , (i). 

Для любой gx 6 $£Т положим 

\\*^Ч £х ~ £х ^хёхч 

т. е. мы центрируем условно относительно or-алгебры 2 Г . Рассмотрим 
теперь g{™ и ортогонализуем их по условной мере. Эта идея ортогонализации 
обобщает построение в [17] и принадлежит Р. А. Минлосу. Положим 

(1.5) /^-^-"sera" 
fe=l 

и будем подбирать функции с^\ измеримые относительно 2 Г о х так, чтобы 
/(fen) были ортогональны всем gife) при к^п—1 с вероятностью 1 относи­
тельно условной меры \i на 2 Г о х- Обозначив 

получим уравнения 
п - 1 

(1.6) ап1= 2 c[n)akl. 
k=i 

Мы имеем 
(1.7) akk = l+0(X) 

и 
(1.8) 2 \аы\=0(к), 

I: 1фк 
равномерно по & и по условиям. Отсюда следует однозначная разрешимость 
уравнений (1.6) методом последовательных приближений. 

Теперь мы условно нормируем f™\ полагая 

Л е м м а 1.1. Произведения (I означает набор ((хг, nt), i = 1, . . ., к)) 

/1 — 7*1 • • • Ixk U J0= L 

образуют ортонормированную систему в $£•. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем ортогональность и нормирован-
ность. Для этого достаточно заметить, что 

при п, = m и равно 0 при п Ф т. Последовательно применяя формулу 
МЪ = М[М(У2То,х)], 

получим результат. 
Доказательство полноты мы дадим в некоторых предположениях в сле­

дующем параграфе. Перейдем к основному результату. 
Пусть даны два набора / и / ' . Если / ' = ((х\, п\)), то под Х]ХГ будем 

понимать тот же самый набор, но вместо точек х\ £ Т0 берутся точки х\ 6 Тх. 
Пусть J a I U (JJ-J') и (о(/) — семиинвариант | / | случайных величин 

/<Г\ (х, n)eJf]I и f™, (у, m)eJf](U1I'). 
Тогда 

(//, F / r W = (/l(t/x/l')) = (/l/u17') = 2 03(/1) . . . C0(/fe), 

где суммирование ведется по всем разбиениям Jx \] . . . [] Jk множества 
./ U (UJ1). 

Л е м м а 1.2. Если либо Jcz / , либо J cz Х]ХГ', mo 
©(/) = 0. 

Действительно, достаточно доказать, что при этом (fj) — 0. Но это 
доказывается аналогично лемме 1.1. 

Мы наложим теперь некоторое техническое условие на базис, сводящееся 
к тому, что функции g^ «гладкие». Один из вариантов условия гладкости 
имеет вид 

(Глад) 2 (((g«Yx
hW/2<C<™, 

I: 1фк 

где С не зависит от к. Это условие очевидно выполнено, если оЩ0) конечно­
мерно или если базис состоит из тригонометрических многочленов (с мерой 
Лебега). Другое, более широкое, условие сформулировано ниже. 

Основной результат составляет 
Т е о р е м а 1.1. Пусть выполнены условия § 1.4 главы I, причем потен­

циал имеет вид (4.2) из главы I. Тогда для достаточно малых К > 0 для всех 
наборов I и Г 

l(o(/)l<(a)d'(a), 
где С не зависит от Я, / , / , / ' . 

§ 3.2. Доказательство теоремы 

Сначала мы получим кластерное разложение для условного математиче­
ского ожидания. 

Пусть РА — ортогональный проектор на 1/2(Й, 2 Л , JLI) В L2(Q, 2 , \i). 
Наша цель здесь найти явный ряд для PAFA, где 4 с Zv - A, FA£ L2. 
Имеем 

PAFA = M(FA/2A) = (FA)W, 
где (• )(л> означает ожидание по условной гиббсовской мере на Zv — Л 
с фиксированными значениями случайного поля на множестве Л. 

Далее нам понадобится только случай, когда Лег Г0, А состоит из одной 
точки х £ Л. Пусть Л сначала конечно. 
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Тогда, так же как в § 1.4 главы I, мы получим кластерное разложение 

(2-1) <Fx)w = %av, 

аналогичное (4.7) из главы I, однако, теперь ау являются функциями кон­
фигурации со = (со*), заданной на Л. А именно, ау является функцией только 
тех со*, t 6 А, что t 6 supp у. Пусть /с= Л. Обозначим 

(2.2) 4lJ 2 av 
у: supp yf]A=I 

(I может быть пустым). 
Пусть теперь все ФА равномерно ограничены. Тогда имеет место 
Л е м м а 2.1. 
(2.3) <F*> (A)=2 Л/, 

JCA 
причем 

(2.4) s u p h / H i ^ C ^ C ? , ) 6 ^ , 
СО 

где 8(1) — наименьшее d такое, что существует связный набор Г множеств 
из И, каждое из которых не принадлежит А, причем х 6 Г, Icz Г. 

Предельным переходом A j Г0> л лемма 2.1 доказывается и для случая, 
когда А = Г0, х. 

Доказательство леммы 2.1 проводится совершенно аналогично доказа­
тельству существования кластерного разложения в § 1.4 главы I. 

Рассмотрим теперь некоторое r\x = gx
n\ Из (2.3) имеем 

'Цх * хЦх ~ Цх \ 2j Л/-» 

где /cz JT0, x непусты и T]J удовлетворяют оценке (2.4), где мы можем счи­
тать С± = 1. 

Мы докажем теперь (1.7) и (1.8). Аналогично (4.7) из главы I кластерное 
разложение для акг имеет вид абсолютно сходящегося ряда 2 ^v гДе 

% = <г^4°АГ1>о < - *г2>о " . . . < - йгв>0. 
При пустых Г j мы имеем 

Сумма остальных членов имеет порядок 0(К). Общее условие «гладкости» 
будет иметь вид 

(ГлаД1) 2 \{gih)g^v)0\=O(k) 
I : Z=f=fe 

равномерно по А: и к?. Это условие следует из сформулированного ранее 
условия (Глад), что дает (1.7) и (1.8). 

Переходим теперь к доказательству теоремы. 
Л е м м а 2.2. 
(2.5) fxn) = ax+ S <zZl 

7<=Т0, х 

где ах — gx
n\ а аТ удовлетворяют оценкам (2.4). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как мы уже отмечали, это утверждение спра­
ведливо для g™ — Pxgx

n\ Из (1.6)—(1.8) аналогичное утверждение нетрудно 
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доказать и для р£\ Мы имеем также 

(2.7) |<а*, . . . , а В т > | = ( а ) ^ ( В 1 ^ Д «,c"*«<«Vp |а В | | . 

где PJ удовлетворяют оценкам (2.4). Отсюда следует лемма 2.2. 
Рассмотрим теперь некоторый набор / — ((жг, ге;), t = 1, . . ., т) ж 

(2.6) со(/) = (/<п
1
1), • - . , / > ) > . 

т 
Подставляя в (2.6) выражения (2.5) для х = #г, п = ntl (1 = 1, '. . ., m)r 
получим со(/) в виде суммы членов вида 

<аБ1, . . . , аВт); 
при этом 

4 d f l T ( B b . . . , Б т ) 

г = 1 

Эта оценка следует из теоремы 3.1 главы П. 
Обозначим Vi — число / = 1, . . ., яг таких, что Bt f| Bj Ф 0 , где 

5* = ^j U Bt. Тогда по следствию 2.2 главы II 
т т т d~ (т\ 

i = l %—\ | = 1 

Так как 

то ввиду (2.4) 
772 

|<аВ1, . . . . а Й 1 > | < ( а ) - ^ В ь - - Л в ) И (а)^ |> . 
г = 1 

Пусть 2?х, . . ., 5 т _ х и хт фиксированы. Каждому Вт сопоставим набор: 
Г т = Тт(Вт) с | Г т | = б(5 т) , 

причем Г т — один из наборов, фигурирующих в определении 6(i?m), связ­
ный и так далее. Каждый Г т отвечает не более, чем С'г™' множествам Вт* 
поэтому 

2 (ci)d*{Bl Bm)(cifBm)^ (ctf*Bi B m-1 > F m )
(a) | r m ' , 

продолжая по индукции, получим 

(2.8) 2 (СХ)***1' ""Вт) (ClfBm^ 
Вт 

< S ( ^ ( ? Ь - -^ (^ i r i l+ . - .+ i rm^ 
Г Ь . . . . Г т 

причем суммирование ведется по всем связным Tt таким, что # г ( :1 \ . 
Просуммируем в последней сумме по всем связным Tt таким, что 

х ,бГ„ | r , | = d „ 
и 

(2.9) dz(f1,...,rm) + y\di>di(x1,...,xm). 
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Тогда (2.8) оценится величиной 

(2.10) . (CX)d^X1' - ' Хт)~^1 fl (С±Ь)\ 
i=i 

Суммируя теперь по dt, причем, конечно, 

лолучим, что (2.10) оценивается как 

Случай, когда У\ dt > d^(x1, . . ., жт), рассматривается аналогично. Теоре­
ма доказана. 

При доказательстве оценки (2.4) мы предполагали, однако, что Ф л 
равномерно ограничены. Рассмотрим теперь общий случай. Некоторая труд­
ность возникает из-за неограниченности функций, входящих во взаимодей­
ствие. Мы следующим способом видоизменим оценку (2.4). Вместо множи­
теля [] sup | а в . | в правой части (2.7) мы будем согласно (3.6) из главы II 
использовать множитель 

(2.11) sup П | < П а в 4 > 1 , 

где sup берется по всем разбиениям (Тъ . . ., Tk) множества {1, . . ., т } . 
m 

Оценим, например, ([] осБ.). Его можно представить в виде суммы членов 
i = i J 

вида 
\LJ < г̂7>о/л-

i L 

Будем считать, что в последнем произведении наборы Г^ расположены в неко­
тором порядке. Возьмем некоторый Г = Г̂  и все А £ Г разобьем на две 
группы Г1 и Г2. К первой группе отнесем те А, которые либо не пересекаются 
с Л, либо не встречались более чем в q наборах 1\, расположенных ранее Г. 
Ко второй группе отнесем остальные А. Обозначим 

Л Е Г 1 » 2 

и, используя неравенство Шварца, получим 

(2.12) | ( М о К / Щ V<j&h-
Для первого множителя в правой части (2.12) используем оценку 

(2.13) <Щ, = | ( П ( 5 е х Р ( - ^ ф А ) Ф л ^ ' ) 2 ) о | < 
' А6Г 0 

;(СА)2 ,Г ,< П ш)0 П Ш, 
*ег\л *б'гпл 

где tyt — произведение некоторого числа (равномерно ограниченного) функ­
ций вида фа, t из разложения (4.2) главы I. 

Для оценки второго множителя поступим следующим образом. Для 
данного t 6 Л и данного Г2 обозначим %t характеристическую функцию мно­
жества Ut тех конфигураций в Л, для которых для данного Г2 | ypt | > Аг1/2. 
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Мы оценим на Ut те кА, для которых t ^Ar так 
I kA | <с̂  const. 

Эта оценка следует из ограниченности ФА снизу. На дополнении Ut к Ut 
оценим 

х 
(2.14) | кА К j е~%'фл | ФА | dV<c YI. 

о 
Для любого фиксированного числа q из кластерного разложения следует 
оценка для всех Icz A 

(2.15) К П % % | < ^ . 
tei 

Из изложенного получаем оценку (2.11) в виде 

откуда теорема следует так же, как и раньше. 
Д о к а з а т е л ь с т в о п о л н о т ы б а з и с а . Мы сформулируем 

сначала два предположения относительно базиса g™ = g(n) в $£с
х
0) = 

= $£{0), при которых мы будем доказывать полноту: 
1. Любое произведение gin^ . . . gvrih) разлагается в абсолютно сходя­

щийся ряд У] cng(n\ где У] I т̂г I < Ск Для некоторой константы С, не зави­
сящей от к, щ, . . ., Mfc. 

Это условие тривиально выполняется, если Жф) конечномерно, или 
если, например, базис тригонометрический. 

2. Любое кА разлагается в абсолютно сходящийся ряд 

кА = 2 cni...nkg£u . . . gln
k
k\ A = {ж,, . . ., zfe}, 

где 

и V = А/(Я)-*0 при А,-*0. 
Это условие требует некоторой «гладкости» взаимодействия относительно 

данного базиса. 
Л е м м а 2.3. При условиях 1, 2 

причем 

2ia£::3f<<a')\ 
где <9 V, суммирование по всем наборам [ г ''' k ) с xt £ Г0, х, О (А/) = 
= const. 

Для доказательства достаточно заметить, что, как было показано ранее, 
/^п) представляется в виде суммы произведений кА с некоторыми усредне­
ниями в каждом произведении; поэтому разложим каждое кА согласно 
предположению 2 и затем в каждой точке разложим согласно предположе­
нию 1. После этого получится искомое разложение. 
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Доказательство теоремы сводится теперь к применению метода последо­
вательных приближений к системе 

(где) gin)=fx
n)- 2 2 С : ^ 1 } •• •*-?)-°<л'). 

Для этого возьмем все члены в к = 1 (порядка Ск') в правой части (2.16) 
и подставим вместо g^ соответствующую правувз часть (2.16). Затем то же 
самое проделаем с членами, где к = 2 (порядка (СА/)2) и так далее. На т-ж 
шаге получим остаточный член в виде ряда, сумма коэффициентов которого 
не превосходит (СК')171. Так как 

то норма в $£ остаточного члена стремится к нулю, т. е. все g™ могут быть 
разложены по нашему базису, поэтому все их произведения также могут 
быть разложены, откуда и следует полнота. 

При разложении произведений мы снова пользуемся методом последова­
тельных приближений, поочередно используя три формулы: разложение 
g™ по базису / j , формулу (2.16) и предположение 1. 

§ 3.3. Спектральные свойства трансфер-матриц 

Здесь мы дадим краткий обзор результатов без доказательств о спектре 
трансфер-матриц и сформулируем понятие кластерного оператора. 

Рассмотрим модель Изинга в высокотемпературной области (малые |3) 
на решетке Zv , v ^ 2. Так как ЖТ одномерно в данном случае, то gx = g£* 
можно выбрать как значение конфигурации в точке х. Ортогонализация 
по условной мере здесь не нужна и 

j 8х "xSx 
'Х~ (Px(gx-Pxgx)2)1'2 ' 

Введенный выше базис состоит из произведений 

Gi= П /*, / < = Г 0 . 
х£1 

Обозначим LN подпространство $£, порожденное всеми Gx при | / | ^ N. 
Пусть QN — ортогональный проектор на LN. 

Л е м м а 3.1. Существует константа С > 0, не зависящая от $ и N 
такая, что 

ii(i-ew)Fii<(cp)w+i. 
Эта лемма доказана в [99], где имеются также значительно более деталь­

ные оценки. 
Т е о р е м а 3.1. Пусть Еа — спектральное семейство для $Р. Тогда 

для а > (C$)N+i имеет место (при всех N\) 

(1 - Еа) $£N = (1- Ea) ЗЕ. 

Эта теорема является очевидным следствием предыдущей леммы. Она 
аналогична основной теореме Глимма, Джаффе, Спенсера из [50] в другой 
ситуации. Однако у них это утверждение доказано только для N < iV0(|3), 
где iV0(P) -> оо при (3 -> 0. В [50] это утверждение названо А^-частичным кла­
стерным разложением. Наше разложение равномерно по N, т. е. полно. 

Для дальнейшего полезно следующее понятие элементарного кластер­
ного оператора. 
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Рассмотрим пространство 
h(rn) = l2{(xi,...,zn):xieZv}. 

Пусть е(хи . . ., хп) £Z2 (Z
vn) равна 1 в точке (хг, ...,хп) и равна О 

Б остальных точках. Назовем оператор Ank : Z2 (ЪУп) ->- Z2 (Z ) элементар­
ным кластерным, если его матричные элементы 

удовлетворяют условиям 

(3.1) -4(^1, . . ., #n; ^n+i? • • •» ^n+fe) = ^(#i + #» • • •> ^n+ft + #) 
для всех ж £ Zv; 

(3.2) \Anh{x1, . . . , ;rn+fe) | < l 4 

для достаточно малого X > 0, где 
X = {^ , . . . , Xn} U {*п+1, . • -i ^n+fe}c= Z v U Zv . 

Нетрудно доказать, что «при фиксированном импульсе» (согласно транс­
ляционной инвариантности (3.1) можно сделать преобразования Фурье и раз­
ложить в прямой интеграл) этот оператор компактен (и даже ядерный). 

Если заданы операторы 

Ащк.: Z2(ZVB|) -> h{€ki), 

то можно рассмотреть их тензорное произведение в конечном числе 

® Antkt • к (zv2"<) = ® h (zvn<) -> z2 (zv2 fc*) = ® /2 (zvfc<). 
i г г 

Сумму таких операторов в конечном числе при фиксированных 

п=У\п1 и k=yiki 

будем называть кластерным оператором типа (тг, к). 
Рассмотрим пространство 

оо 

х = © z2(zvfe) 
fe=0 

и обозначим Рк проектор на l2(Zvh). 
Оператор А: X ->• X будем называть кластерным, если все РкАРп 

являются кластерными типа (?г, к) с одной и той же константой X. 
Мы можем рассматривать симметрический (s) и антисимметрический (а) 

варианты предыдущих определений. 
В случае (v + 1)-мерной модели Изинга Ш может быть отождествлено с 

оо 

fe=0 

при этом Gj отождествляется с антисимметризованной е(хъ . . ., жп), I = 
= {хг1 . . ., хп}. 

Основная наша теорема 1.1 гл. III есть утверждение о том, что трансфер-
матрица является кластерным оператором. 

В [99] доказана следующая теорема. 
Т е о р е м а 3.2. Для каждого N ^ О существует (30 = $o(N), что при 

I Р I < Ро существует разложение $£ в ортогональную сумму подпространств 
3£о, 3¥ц • • •» <2̂ JV> G$N+I такое, что: 
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1) Si0 есть подпространство констант; 
2) Sijv+i и Sis инвариантны относительно $F\ 
3) спектр $F в $ё8 лежит в отрезке [кг$8, k2$8], где кг, к2 — константы, 

не зависящие от |3, 1 <СС s^.N; 
4) спектр f в Si N+± лежит в отрезке [О, k2$N+1]; 
5) $F на Sis является кластерным оператором типа (s, s), причем изо-

морфизм Sis с l^ (Zvs) указывается явным образом. 
Заметим, что кластерный оператор типа (1.1) является оператором сверт­

ки, типа (2, 2) — сводится к известной модели Фридрихса [111], типа (п, п) 
является обобщенной моделью Фридрихса, соответствующей ^-частичному 
оператору Шрёдингера. Это позволяет изучить спектр в каждом из S£s, 
1 ^ s ^ N, используя, например, уравнения Фаддеева — Якубовско­
го [112]. 
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